
応用数学 Ａ



複素数の微分

𝑓′ 𝑥 =
𝑑𝑓(𝑥)

𝑑𝑥

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦
𝑓′ 𝑧 ? ? ?



微分

x

f(x)

微分できる？

x

f(x)

x x+a

f(x+a)

lim
𝑎→0

𝑓 𝑥 + 𝑎 − 𝑓(𝑥)

𝑎
が存在するならば、微分可能

だめな代表例

ｘ

𝑓 𝑥 = 𝑥

lim
𝑎→+0

𝑓 𝑥 + 𝑎 − 𝑓(𝑥)

𝑎
≠ lim

𝑎→−0

𝑓 𝑥 + 𝑎 − 𝑓(𝑥)

𝑎



real

imaginary

複素数では？ 𝑤 = 𝑓 𝑧 = 𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 複素数の関数

実部の増減

∆𝑢 = 𝑢 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦 − 𝑢(𝑥, 𝑦)

虚部の増減

∆𝑣 = 𝑣 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦 − 𝑣(𝑥, 𝑦)

∆𝑤 = 𝑓 𝑧 + ∆𝑧 − 𝑓(𝑧)
複素数での増減

∆𝑧 = ∆𝑥 + ∆𝑦

１．変化がReal に沿った場合 ∆𝑧 = ∆𝑥

∆𝑤

∆𝑧
=

∆𝑢 + 𝑖∆𝑣

∆𝑥
=

∆𝑢

∆𝑥
+ 𝑖

∆𝑣

∆𝑥
→

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥

2．変化がImaginary に沿った場合 ∆𝑧 = ∆𝑦

∆𝑤

∆𝑧
=

∆𝑢 + 𝑖∆𝑣

𝑖∆𝑦
=

∆𝑣

∆𝑦
− 𝑖

∆𝑢

∆𝑦
→

𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝑓′ 𝑧 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑦

であるならば、微分可能 正則

コーシー・リーマンの条件



例：𝑓 𝑧 = 𝑧3は複素空間 で微分可能（正則）か？

𝑤 = 𝑓 𝑧 = 𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣 𝑥, 𝑦 = (𝑥 + 𝑖𝑦)3= 𝑥3 − 3𝑥𝑦2 + 𝑖(3𝑥2𝑦 − 𝑦3)

𝑢(𝑥, 𝑦) 𝑣(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 3𝑥2 − 3𝑦2 + 𝑖(6𝑥𝑦)

𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 3𝑥2 − 3𝑦2 − 𝑖(−6𝑥𝑦)

互いに等しい 正則（微分可能）

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦



𝑤 = 𝑓 𝑧 = 𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 複素数の関数

𝑓′ 𝑧 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑦
コーシー・リーマンの条件

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
、

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −

𝜕𝑢

𝜕𝑦

したがって 𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
=

𝜕2𝑣

𝜕𝑦𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2

𝜕

𝜕𝑥
して

∆𝑢 = 0

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
= −

𝜕2𝑢

𝜕𝑦𝜕𝑥
= −

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= −

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= −

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
∆𝑣 = 0

正則な複素関数の実部、虚部の関数は共役調和関数



𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑥2 − 𝑦2 + 𝑥 とする。
例

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 2𝑥 + 1,

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 2,

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −2𝑦,

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= −2, △ 𝑢 = 0 調和関数

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
,

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −

𝜕𝑢

𝜕𝑦 の関係（C-R）にある v(x, y)を探す。

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= − −2𝑦 = 2𝑦,

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 2𝑥 + 1

𝑣 = 2𝑥𝑦 + 𝑝(𝑦) 𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 2𝑥 +

𝜕𝑝(𝑦)

𝜕𝑦
= 2𝑥 + 1𝑝 𝑦 = 𝑦 + 𝐶 𝑣 = 2𝑥𝑦 + 𝑦 + 𝐶

共役調和関数

• このuとvで複素関数(u+vi)を作ると正則な複素関数になる。
• uとvが調和関数であってもu+viが正則とは限らない



𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑥2 − 𝑦2 + 𝑥 とする。

例（続き）

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 2𝑥 + 1,

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 2,

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −2𝑦,

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= −2, △ 𝑢 = 0 調和関数

𝑣(𝑥, 𝑦) = 2𝑥𝑦 𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 2𝑥

• uとvが調和関数であってもu+viが正則とは限らない

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2 =0
𝜕2𝑦

𝜕𝑥2
= 0

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 2𝑦 △ 𝑣 = 0 調和関数

𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣 𝑥, 𝑦 𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 2𝑥 + 1 + 𝑖 2𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 2𝑥 − 𝑖 −2𝑦 = 2𝑥 + 𝑖(2𝑦)

正則ではない



複素関数の積分

積分 微小区間 ∆𝑡  𝑓 𝑡 𝑑𝑡 = lim
∆𝑡→0

 

𝑘=0

𝑛−1

𝑓(𝑡𝑘)∆𝑡𝑘

   

A

B

∆𝑡

𝑓(𝑡𝑘)



複素空間での積分

real
𝑤 = 𝑓 𝑧 = 𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦

複素数での増減 ∆𝑡 = ∆𝑥 + ∆𝑦𝑖

 𝑓 𝑡 𝑑𝑡 = lim
∆𝑡→0

 

𝑘=0

𝑛−1

𝑓(𝑡𝑘)∆𝑡𝑘

imaginary

積分

 
𝐴𝐵

𝑓 𝑧 𝑑𝑧 = lim
∆→0

 

𝑘

𝑓(𝑧𝑘)∆𝑧𝑘 = lim
∆→0

 

𝑘

𝑢 𝑥𝑘 , 𝑦𝑘 + 𝑖𝑣 𝑥𝑘 , 𝑦𝑘 (∆𝑥𝑘 + 𝑖∆𝑦𝑘)

= lim
∆→0

 

𝑘

𝑢 𝑥𝑘 , 𝑦𝑘 ∆𝑥𝑘 − 𝑣 𝑥𝑘 , 𝑦𝑘 ∆𝑦𝑘 + 𝑖 lim
∆→0

 

𝑘

𝑣 𝑥𝑘 , 𝑦𝑘 ∆𝑥𝑘 + 𝑢 𝑥𝑘 , 𝑦𝑘 ∆𝑦𝑘

=  
𝐴𝐵

𝑢𝑑𝑥 − 𝑣𝑑𝑦 + 𝑖  
𝐴𝐵

𝑣𝑑𝑥 + 𝑢𝑑𝑦

A

B



𝑥 𝑡 , 𝑦(𝑡) と考える

 
𝐴𝐵

𝑓 𝑧 𝑑𝑧 =  
𝐴𝐵

𝑢𝑑𝑥 − 𝑣𝑑𝑦 + 𝑖  
𝐴𝐵

𝑣𝑑𝑥 + 𝑢𝑑𝑦 =  
𝑡1

𝑡2

𝑢
𝑑𝑥

𝑑𝑡
− 𝑣

𝑑𝑦

𝑑𝑡
𝑑𝑡 + 𝑖  

𝑡1

𝑡2

𝑣
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑢

𝑑𝑦

𝑑𝑡
𝑑𝑡

 
𝑡1

𝑡2

(𝑢 + 𝑖𝑣)
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑖

𝑑𝑦

𝑑𝑡
𝑑𝑡 =  

𝑡1

𝑡2

𝑓(𝑡)
𝑑𝑧

𝑑𝑡
𝑑𝑡 =  

𝑡1

𝑡2

𝑓 𝑧 𝑡 𝑧′(𝑡)𝑑𝑡

例1

a = a+ib

C

R

 
𝐶

𝑑𝑧

𝑧 − 𝑎
𝑥 = 𝛼 + 𝑅 cos𝜑 , 𝑦 = 𝛽 + 𝑅 sin 𝜑 𝑧 = 𝑎 + 𝑅𝑒𝑖𝜑, 𝑧′=

𝑑𝑧

𝑑𝜑
=𝑅𝑖𝑒𝑖𝜑

 
𝐶

𝑑𝑧

𝑧 − 𝑎
=  

0

2𝜋 𝑅𝑖𝑒𝑖𝜑

𝑅𝑒𝑖𝜑
𝑑𝜑 = 𝑖  

0

2𝜋

𝑑𝜑 = 2𝜋𝑖

 
𝐶

(𝑧 − 𝑎)𝑛𝑑𝑧 =  
0

2𝜋

𝑅𝑒𝑖𝜑 𝑛
𝑅𝑖𝑒𝑖𝜑𝑑𝜑 = 𝑅𝑛+1𝑖  

0

2𝜋

𝑒 𝑛+1 𝑖𝜑𝑑𝜑 =  𝑅𝑛+1𝑖
𝑒 𝑛+1 𝑖𝜑

𝑛 + 1 𝑖
2𝜋
0

= 0
例１’

𝑧(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑖𝑦(𝑡)

cはこの円周、媒介変数は𝜑

媒介変数を考える＋複素空間をベクトル（実部、虚部）で考える

𝑧



例2

2

3

4

6

𝑓 𝑧 = 𝑧2, 積分経路𝐶: 𝑧 = 2𝑡 + 3𝑡𝑖 (1 ≤ 𝑡 ≤ 2)

 
𝐶

𝑓 𝑧 𝑑𝑧 =  
1

2

2𝑡 + 3𝑖𝑡 2𝑑(2𝑡 + 3𝑖𝑡) =  
1

2

2 + 3𝑖 2𝑡2 2 + 3𝑖 𝑑𝑡 = 2 + 3𝑖 3  
1

2

𝑡2𝑑𝑡

= 2 + 3𝑖 3
𝑡3

3
2
1

=
7

3
2 + 3𝑖 3

例3

a real

imaginary

C

 
𝐶

𝑑𝑧

𝑧
𝑧 = 𝑎𝑒𝑖𝑡  

𝐶

𝑑𝑧

𝑧
=  

0

2𝜋 𝑑(𝑎𝑒𝑖𝑡)

𝑎𝑒𝑖𝑡
=  

0

2𝜋 𝑖𝑒𝑖𝑡𝑑𝑡

𝑒𝑖𝑡
= 𝑖  

0

2𝜋

𝑑𝑡 = 2𝜋𝑖

imaginary

real

原点を中心とした半径0の円



A
B

f(z)≤ 𝑀 とする
A-B区間で

 
𝐴−𝐵

𝑓 𝑧 𝑑𝑧 ≤ 𝑀𝑙𝐴−𝐵

𝑙𝐴−𝐵

積分の絶対値評価

r  
𝐶

𝑓 𝑧 𝑑𝑧 ≤ 2𝜋𝜌𝑀 => 0



例4

a

real

imaginary

C

 
𝐶

𝑓 𝑧 𝑑𝑧

C内で正則な関数f(z)を閉曲線上で積分する

𝑓 𝑧 = 𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑣 𝑥, 𝑦 𝑖

 
𝐶

𝑓 𝑧 𝑑𝑧 =  
𝐶

(𝑢𝑑𝑥 − 𝑣𝑑𝑦) + 𝑖  
𝐶

(𝑣𝑑𝑥 + 𝑢𝑑𝑦)

=  
𝑉

−
𝜕𝑢

𝜕𝑦
−

𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝑖  

𝑉

−
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+

𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑥𝑑𝑦

 
𝐶

(𝑀𝑑𝑥 + 𝑁𝑑𝑦) =  
𝑉

𝜕𝑁

𝜕𝑥
−

𝜕𝑀

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥
−

𝜕𝑣

𝜕𝑦
=

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
=0 コーシー・リーマンの方程式

= 0

グリーンの定理

コーシーの基本定理
関数f(z)が単連結領域Dにおいて解析的である時は、領域D内にある区分的な滑らかな
閉曲線にそっての積分は０に等しい

𝑓′ 𝑧 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑦



f(z) がCおよびC1, C2で囲まれた領域と境界線上で解析的（正則）な場合

 
𝐶

𝑓 𝑧 𝑑𝑧 =  
𝑐1

𝑓 𝑧 𝑑𝑧 +  
𝑐2

𝑓 𝑧 𝑑𝑧

証明 線で上下に分けたとする。その上と下の閉曲線内では
コーシーの基本定理によって

 
1−2−3−4−5−6−7−8−9−1

𝑓 𝑧 𝑑𝑧 =  
10−8−7−6′−5−4−3′−2−1−10

𝑓 𝑧 𝑑𝑧 = 0

 
𝐶:10−9

𝑓 𝑧 𝑑𝑧 +  
8−7−6′−5−4−3′−2−1

𝑓 𝑧 𝑑𝑧 +  
1−2−3−4−5−6−7−8

𝑓 𝑧 𝑑𝑧 = 0

 
𝐶:10−9

𝑓 𝑧 𝑑𝑧 =  
3−3′

𝑓 𝑧 𝑑𝑧 +  
6−6′

𝑓 𝑧 𝑑𝑧

real

imaginary

C

C1 C2
1

2
5

6

7

3’ 6’

10

3
4 8

9

＝＞境界が複数個ある場合のコーシーの定理

C

C1 C2



 
𝐶

𝑓(𝑧)

𝑧 − 𝛼
𝑑𝑧

real

imaginary

C

a

f(z)がC内および境界で解析的であるとき、

C

a

g

例１より

 
𝛾

𝑑𝑧

𝑧 − 𝛼
=  

0

2𝜋 𝑅𝑖𝑒𝑖𝜑

𝑅𝑒𝑖𝜑
𝑑𝜑 = 𝑖  

0

2𝜋

𝑑𝜑 = 2𝜋𝑖

複数境界のコーシーの定理から

 
𝐶

1

𝑧 − 𝛼
𝑑𝑧 =  

𝛾

1

𝑧 − 𝛼
𝑑𝑧

 
𝐶

𝜑(𝜁)𝑑𝜁 =  
𝛾

𝜑(𝜁)𝑑𝜁

 
𝛾

𝜑(𝜁)𝑑𝜁 ≤ 2𝜋𝜌𝐾

r

r->0でこの積分は０に ＝＞  
𝐶

𝜑(𝜁)𝑑𝜁 = 0 =  
𝐶

𝑓 𝜁 − 𝑓(𝑧)

𝜁 − 𝑧
𝑑𝜁

𝜑 𝜁 =
𝑓 𝜁 − 𝑓(𝑧)

𝜁 − 𝑧

を考える

 
𝐶

𝑓 𝜁

𝜁 − 𝑧
𝑑𝜁 − 𝑓(𝑧)  

𝐶

1

𝜁 − 𝑧
𝑑𝜁 = 0

2𝜋𝑖 𝑓 𝑧 =
1

2𝜋𝑖
 
𝐶

𝑓 𝜁

𝜁 − 𝑧
𝑑𝜁

=> コーシーの積分公式

𝜑(𝜁) < 𝐾



例5

 
𝐶

𝑧2

𝑧 − 3
𝑑𝑧

real

imaginary

3

C 𝑓 3 = 32 =
1

2𝜋𝑖
 
𝐶

𝑧2

𝑧 − 3
𝑑𝑧  

𝐶

𝑧2

𝑧 − 3
𝑑𝑧 = 18𝜋𝑖

例6  
𝐶

𝑒𝑧

𝑧(𝑧 + 1)
𝑑𝑧

real

imaginary

1

C

3

 
𝐶

𝑒𝑧

𝑧(𝑧 + 1)
𝑑𝑧 =  

𝐶

𝑒𝑧
1

𝑧
−

1

𝑧 + 1
𝑑𝑧 =  

𝐶

𝑒𝑧

𝑧
𝑑𝑧 −  

𝐶

𝑒𝑧

𝑧 + 1
𝑑𝑧

Z=0, -1 はともにC内

1

2𝜋𝑖
 
𝐶

𝑒𝑧

𝑧
𝑑𝑧 = 𝑒0

1

2𝜋𝑖
 
𝐶

𝑒𝑧

𝑧 + 1
𝑑𝑧 = 𝑒−1

 
𝐶

𝑒𝑧

𝑧(𝑧 + 1)
𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖(1 − 𝑒−1)

𝑓 𝑧 = 𝑧2 𝑓 𝑧 =
1

2𝜋𝑖
 
𝐶

𝑓 𝜁

𝜁 − 𝑧
𝑑𝜁

c上での積分 を求める



例7
 
𝐶

1

𝑧2(𝑧 − 3)
𝑑𝑧

real

imaginary

3

C

𝑐: 𝑧 − 3 = 2

𝑓 3 = 3−2 =
1

2𝜋𝑖
 
𝐶

𝑧−2

𝑧 − 3
𝑑𝑧  

𝐶

1

𝑧2(𝑧 − 3)
𝑑𝑧 =

2𝜋𝑖

9

𝑓 𝑧 =
1

2𝜋𝑖
 
𝐶

𝑓 𝜁

𝜁 − 𝑧
𝑑𝜁

𝑓 𝑧 = 𝑧−2

real

3

D

𝐷: 𝑧 + 3 = 2

 
𝐶

1

𝑧2(𝑧 − 3)
𝑑𝑧

例8

????

1

𝑧2(𝑧−3)
は解析的なので、コーシーの基本定理により０-3



例7

real
４

−
1

2
 
𝐶

1

𝑧 + 1
−

1

𝑧 − 3
𝑑𝑧 = −

1

2
( 

𝐶

1

𝑧 + 1
𝑑𝑧 −  

𝐶

1

𝑧 − 3
𝑑𝑧) = −

1

2
(2𝜋𝑖 − 2𝜋𝑖) = 0

 
𝐶

1

(𝑧 + 1)(𝑧 − 3)
𝑑𝑧

 
𝛾

𝑑𝑧

𝑧 − 𝛼
= 2𝜋𝑖

 
𝐶

3𝑧 − 1

(𝑧 + 1)(𝑧 − 3)
𝑑𝑧

 
𝐶

1

𝑧 + 1
+

2

𝑧 − 3
𝑑𝑧 =  

𝐶

1

𝑧 + 1
𝑑𝑧 + 2  

𝐶

1

𝑧 − 3
𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖 + 2 ∙ 2𝜋𝑖 = 6𝜋𝑖



𝜙 𝑧 =  
𝐶

𝜑(𝜁)

(𝜁 − 𝑧)𝑘
𝑑𝜁

𝜙(𝑛) 𝑧 =  
𝐶

𝜕𝑛

𝜕𝑧𝑛 (
𝜑 𝜁

𝜁 − 𝑧 𝑘)𝑑𝜁 = 𝑘 𝑘 + 1 … . 𝑘 + 𝑛 − 1  
𝐶

𝜑(𝜁)

(𝜁 − 𝑧)𝑘+𝑛 𝑑𝜁 =

𝜕

𝜕𝑧
𝜙 𝑧 =  

𝐶

𝜕

𝜕𝑧

𝜑(𝜁)

(𝜁 − 𝑧)𝑘 𝑑𝜁 = 𝑘  
𝐶

𝜑(𝜁)

(𝜁 − 𝑧)𝑘+1 𝑑𝜁

𝑓 𝑧 =
1

2𝜋𝑖
 
𝐶

𝑓 𝜁

𝜁 − 𝑧
𝑑𝜁 𝑓(𝑛) 𝑧 =

𝑛!

2𝜋𝑖
 
𝐶

𝑓 𝜁

(𝜁 − 𝑧)𝑛+1 𝑑𝜁

コーシー型積分



コーシー型積分

𝑓(𝑛) 𝑧 =
𝑛!

2𝜋𝑖
 
𝐶

𝑓 𝜁

(𝜁 − 𝑧)𝑛+1
𝑑𝜁

𝐷: 𝑧 = 2 
𝐶

1

𝑧2(𝑧 − 3)
𝑑𝑧 𝑓 𝜁 =

1

𝜁 − 3 n=1, z=0

𝑓(1) 0 =
1!

2𝜋𝑖
 
𝐶

𝑓 𝜁

(𝜁)2 𝑑𝜁 =  
−1

(𝑧 − 3)2
𝑧=0

= −
1

9

 
𝐶

1

𝑧2(𝑧 − 3)
𝑑𝑧 = −

2𝜋𝑖

9

𝑓(1) 𝜁 =
−1

(𝜁 − 3)2

𝜁 → 𝑧として


