
複素関数論の応用

応用数学A



real

imaginary

複素数では？ 𝑤 = 𝑓 𝑧 = 𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 複素数の関数

実部の増減

∆𝑢 = 𝑢 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦 − 𝑢(𝑥, 𝑦)

虚部の増減

∆𝑣 = 𝑣 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦 − 𝑣(𝑥, 𝑦)

∆𝑤 = 𝑓 𝑧 + ∆𝑧 − 𝑓(𝑧)
複素数での増減

∆𝑧 = ∆𝑥 + 𝑖∆𝑦

１．変化がReal に沿った場合 ∆𝑧 = ∆𝑥

∆𝑤

∆𝑧
=
∆𝑢 + 𝑖∆𝑣

∆𝑥
=
∆𝑢

∆𝑥
+ 𝑖
∆𝑣

∆𝑥
→
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖
𝜕𝑣

𝜕𝑥

2．変化がImaginary に沿った場合 ∆𝑧 = ∆𝑦

∆𝑤

∆𝑧
=
∆𝑢 + 𝑖∆𝑣

𝑖∆𝑦
=
∆𝑣

∆𝑦
− 𝑖
∆𝑢

∆𝑦
→
𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝑖
𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝑓′ 𝑧 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖
𝜕𝑣

𝜕𝑥
=
𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝑖
𝜕𝑢

𝜕𝑦

であるならば、微分可能 正則

コーシー・リーマンの条件

コーシー・リーマン



孤立特異点

𝑓 𝑧 =
1

𝑧 − 𝑎a

𝑓 𝑧 =
1

(𝑧 − 𝑎)(𝑧 − 𝑏)(𝑧 − 𝑐)

a

c

b

孤立でない特異点

𝑓 𝑧 =
1

sin(1/𝑧)
𝑧 =

1

𝑛𝜋

nが∞に近づくとz=0の周りに無限に特異点が生じる



留数の次数の判定

l'Hospitalの定理

𝑓 𝑧 =
1

sin 𝑧
１つ特異点は𝑧 = 0

lim
𝑧→0

𝑧
1

sin 𝑧
= lim
𝑧→0

1

cos 𝑧
= 1

zの１次をかけて特異点に近づくと有限値をとる
＝＞１次の特異点

sin 𝑧 = 0 𝑎𝑡 𝑧 = 𝑛𝜋

lim
𝑧→𝑛𝜋

(𝑧 − 𝑛𝜋)

sin 𝑧
= lim
𝑧→𝑛𝜋

1

cos 𝑧
= (−1)𝑛 z=nπのいずれの特異点も１次



実関数＝＞複素関数を利用して解く

 
0

2𝜋 𝑑𝜃

𝑎 + cos 𝜃
(𝑎 > 1)

cos 𝜃 =
𝑒𝑖𝜃 + 𝑒−𝑖𝜃

2
=
1

2
𝑧 +

1

𝑧
𝑧 = 𝑒𝑖𝜃

𝜃 = 0 → 2𝜋

 
0

2𝜋 𝑑𝜃

𝑎 + cos 𝜃
=  

𝑑𝑧/𝑖𝑧

𝑎 +
1
2
(𝑧 + 𝑧−1)

=
2

𝑖
 

𝑑𝑧

𝑧2 + 2𝑎𝑧 + 1
=
2

𝑖
 

𝑑𝑧

(𝑧 − 𝛼)(𝑧 − 𝛽)

𝑑𝑧 = 𝑖𝑒𝑖𝜃𝑑𝜃 = 𝑖𝑧𝑑𝜃

𝛼, 𝛽 = −𝑎 ± 𝑎2 − 1単位円の中にあるのはαだけ

2

𝑖
 

𝑑𝑧

(𝑧 − 𝛼)(𝑧 − 𝛽)
=
2

𝑖
Res

1

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽
, 𝑧 = 𝛼 =

2

𝑖

2𝜋𝑖

(𝛼 − 𝛽)
=

2𝜋

𝑎2 − 1



有利関数の無限大への積分への応用

 
−∞

∞ 𝑑𝑥

1 + 𝑥4

𝑧 = 𝑅𝑒𝑖𝜃

𝑅 → ∞

 
𝐶

𝑑𝑧

𝑧4 + 1
=  

−𝑅

𝑅 𝑑𝑥

𝑥4 + 1
+ 

𝐶𝑅

𝑑𝑧

𝑧4 + 1

CR

𝑧4 = −1が特異点＝＞４回回って z=-1になる。

𝑧 = 𝑒𝑖
𝜋
4𝑧 = 𝑒𝑖3

𝜋
4

𝑧 = 𝑒𝑖5
𝜋
4 𝑧 = 𝑒𝑖7

𝜋
4Res

1

𝑧4 + 1
, 𝑧 = 𝜔 = lim

𝑧→𝜔

(𝑧 − 𝜔)

(𝑧 − 𝜔)(𝑧 − 𝜔3)(𝑧 − 𝜔5)(𝑧 − 𝜔7)

𝑧1 − 𝑧3 = 2

𝑧1 − 𝑧7 = 𝑖 2

𝑧1 − 𝑧5 = 2 + 𝑖 2

=
1

2 2 + 𝑖 2 𝑖 2
=

1

2 2(𝑖 − 1)
=
−(1 + 𝑖)

4 2
= −

𝜔

4



𝑧 = 𝑒𝑖
𝜋
4 =

2

2
+ 𝑖

2

2

𝑧 = 𝑒𝑖3
𝜋
4 = −

2

2
+ 𝑖

2

2

𝑧 = 𝑒𝑖5
𝜋
4 = −

2

2
− 𝑖

2

2 𝑧 = 𝑒𝑖7
𝜋
4 =

2

2
− 𝑖

2

2

Res
1

𝑧4 + 1
, 𝑧 = 𝜔3 = lim

𝑧→𝜔3

(𝑧 − 𝜔3)

(𝑧 − 𝜔)(𝑧 − 𝜔3)(𝑧 − 𝜔5)(𝑧 − 𝜔7)

𝑧3 − 𝑧1 = − 2

𝑧3 − 𝑧5 = 𝑖 2

𝑧3 − 𝑧7 = − 2 + 𝑖 2

=
1

− 2𝑖 2 − 2 + 𝑖 2
=

1

2 2(1 + 𝑖)
=
(1 − 𝑖)

4 2
=
1

4𝜔

 
𝑑𝑧

𝑧4 + 1
= 2𝜋𝑖

−(1 + 𝑖)

4 2
+
(1 − 𝑖)

4 2
=
𝜋

2

 
𝐶𝑅

𝑑𝑧

𝑧4 + 1
≤

𝑅

𝑅4 − 1
 
0

𝜋

𝑑𝜃 → 0 𝑓𝑜𝑟 𝑅 → ∞

 
−𝑅

𝑅 𝑑𝑥

𝑥4 + 1
= 

𝐶

𝑑𝑧

𝑧4 + 1
− 

𝐶𝑅

𝑑𝑧

𝑧4 + 1
=
𝜋

2



Fourier-type積分

 
−∞

∞ cos 𝑥

𝑥2 + 𝑎2
𝑑𝑥  

−∞

∞ 𝑒𝑖𝑡𝑥

𝑥2 + 𝑎2

(t >0)

 
𝐶

𝑒𝑖𝑡𝑧

𝑧2 + 𝑎2
𝑑𝑧 =  

𝐶

𝑒𝑖𝑡𝑧

(𝑧 − 𝑖𝑎)(𝑧 + 𝑖𝑎)
𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖Res

𝑒𝑖𝑡𝑧

𝑧 − 𝑖𝑎 𝑧 + 𝑖𝑎
, 𝑧 = 𝑖𝑎 = 2𝜋𝑖

𝑒−𝑎𝑡

2𝑖𝑎
=
𝜋

𝑎
𝑒−𝑎𝑡

CR

z=ia

𝑧 = 𝑅𝑒𝑖𝜃

𝑅 → ∞

半円の積分は、円弧と弦の足し算なので

 
𝐶

𝑒𝑖𝑡𝑧

𝑧2 + 𝑎2
𝑑𝑧 =  

−𝑅

𝑅 𝑒𝑖𝑡𝑥

𝑥2 + 𝑎2
𝑑𝑥 +  

𝐶𝑅

𝑒𝑖𝑡𝑧

𝑧2 + 𝑎2

=> 0

 
−∞

∞ 𝑒𝑖𝑡𝑥

𝑥2 + 𝑎2
𝑑𝑥 =

𝜋

𝑎
𝑒−𝑎𝑡

 
−∞

∞ 𝑒𝑖𝑡𝑥

𝑥2 + 𝑎2
𝑑𝑥 =  

−∞

∞ cos 𝑡𝑥

𝑥2 + 𝑎2
𝑑𝑥 + 𝑖  

−∞

∞ sin 𝑡𝑥

𝑥2 + 𝑎2
𝑑𝑥 =

𝜋

𝑎
𝑒−𝑎𝑡 t=1 では

 
−∞

∞ cos 𝑥

𝑥2 + 𝑎2
𝑑𝑥 =

𝜋

𝑎
𝑒−𝑎



Fourier-type積分 その２

 
−∞

∞ 𝑥sin 𝑥

𝑥2 + 𝑎2
𝑑𝑥

 
−∞

∞ cos 𝑡𝑥

𝑥2 + 𝑎2
𝑑𝑥 =

𝜋

𝑎
𝑒−𝑎𝑡 をd/dtして

 
−∞

∞ 𝑥 sin 𝑡𝑥

𝑥2 + 𝑎2
𝑑𝑥 =

𝜋

𝑎
−𝑎 𝑒−𝑎𝑡 = −𝑎𝑒−𝑎𝑡



流体力学

例：2次元で非圧縮、渦無しの流れ
2次元 => 速度関数𝑣 r, 𝑡 =

𝑢
𝑣
𝑤

=
𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)
𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡)
0

渦度 ω = 𝑟𝑜𝑡 𝑣 =

𝜕

𝜕𝑥
𝑢 e1

𝜕

𝜕𝑦
𝑣 e2

𝜕

𝜕𝑧
𝑤 e3

=

𝑤𝑦 − 𝑣𝑧
𝑢𝑧 − 𝑤𝑥
𝑣𝑥 − 𝑢𝑦

=

0
0

𝑣𝑥 − 𝑢𝑦
𝑣𝑥 =

𝜕𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥

ここで

𝑤 = 0,
𝜕

𝜕𝑧
= 0

ここで、𝑣 = 𝛻𝜙 = (𝜙𝑥, 𝜙𝑦)となる、スカラー関数𝜙が存在すれば、

𝒓𝒐𝒕F = 0 ⇔ F = 𝛻𝑓

𝜔 = 𝑣𝑥 − 𝑢𝑦 = 0 渦無しの場 と呼ぶ



もし 𝛻 × F = 0、ならばF = 𝛻𝑓

スカラーのポテンシャルが定義された時
傾きを一周すると０になる。

f



Rotation のおさらい

２次元のrot V

𝑟𝑜𝑡V =
𝜕𝑉𝑦

𝜕𝑥
−
𝜕𝑉𝑥
𝜕𝑦

Δy

Vy(x)

x = x
y = y

x = x+Dx

Vy(x+Dx)

𝜕𝑉𝑦

𝜕𝑥
=
𝑉𝑦 𝑥 + Δ𝑥 − 𝑉𝑦(𝑥)

Δ𝑥

y = y+Dy

𝜕𝑉𝑥
𝜕𝑦
=
𝑉𝑥 𝑦 + Δ𝑦 − 𝑉𝑥(𝑦)

Δ𝑦



𝜕𝐹𝑥
𝜕𝑦
=
𝐹𝑥 𝑦 + Δ𝑦 − 𝐹𝑥(𝑦)

Δ𝑦

𝐹𝑥 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
=
𝑓 𝑥+Δ𝑥 −𝑓(𝑥)

Δ𝑥

𝑟𝑜𝑡 𝐹 = −

𝑓 𝑥 + Δ𝑥, 𝑦 + Δ𝑦 − 𝑓(𝑥, 𝑦 + Δ𝑦)
Δ𝑥

−
𝑓 𝑥 + Δ𝑥, 𝑦 − 𝑓(𝑥, 𝑦)

Δ𝑥
Δ𝑦

+

𝑓 𝑥 + Δ𝑥, 𝑦 + Δ𝑦 − 𝑓(𝑥 + Δ𝑥, 𝑦)
Δ𝑦 −

𝑓 𝑥, 𝑦 + Δ𝑦 − 𝑓(𝑥, 𝑦)
Δ𝑦

Δ𝑥

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑥
=
𝐹𝑦 𝑥 + Δ𝑥 − 𝐹𝑦(𝑥)

Δ𝑥

𝐹𝑦 =
𝜕𝑓

𝜕𝑦
=
𝑓 𝑦+Δ𝑦 −𝑓(𝑦)

Δ𝑦

= 0

もし、𝛻 × F = 0、ならばF = 𝛻𝑓
証明

スカラー関数

𝑟𝑜𝑡F =
𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑥
−
𝜕𝐹𝑥
𝜕𝑦



𝑣 = 𝛻𝜙 = (𝜙𝑥 , 𝜙𝑦) = (
𝜕𝜙

𝜕𝑥
,
𝜕𝜙

𝜕𝑦
) 速度ポテンシャル

∆𝜙 =
𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2
= 𝜙𝑥𝑥 + 𝜙𝑦𝑦 = 𝑢𝑥 + 𝑣𝑦 = div v もし、流体が非圧縮（水みたいなもの）

であれば
𝑑𝑖𝑣 v = 0

𝑢𝑥 + 𝑣𝑦 = 𝜓𝑦𝑥 − 𝜓𝑥𝑦 = 0

ここで、流れ関数を考える。

𝜓𝑥 = −𝑣, 𝜓𝑦 = 𝑢 という関数𝜓があると

∆𝜓 = 𝜓𝑥𝑥 + 𝜓𝑦𝑦 = −𝑣𝑥 + 𝑢𝑦 = 𝜔
渦無しの場であれば、∆𝜓 = 0

𝜓, 𝜙も調和関数



𝑣 = 𝛻𝜙 = (𝜙𝑥, 𝜙𝑦) = (
𝑢
𝑣
) 𝜓𝑥 = −𝑣, 𝜓𝑦 = 𝑢

𝜙𝑥 = 𝑢 = 𝜓𝑦, 𝜙𝑦 = 𝑣 = −𝜓𝑥

これは、𝑓 = 𝜙 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝜓(𝑥, 𝑦)についてのコーシー・リーマンの方程式

𝑓′ 𝑧 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖
𝜕𝑣

𝜕𝑥
=
𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝑖
𝜕𝑢

𝜕𝑦

であるならば、微分可能 正則

コーシー・リーマンの条件

ここで、複素数が出てきている.....

このfのことを複素速度ポテンシャルと呼ぶことがある。



𝑓 = 𝜙 + 𝑖𝜓

𝑓′ =
𝑑𝑓

𝑑𝑧
=
𝜕𝜙

𝜕𝑥
+ 𝑖
𝜕𝜓

𝜕𝑥
= 𝜙𝑥 + 𝑖𝜓𝑥 = 𝑢 − 𝑖𝑣

𝑅𝑒 𝑓′ = 𝑢, −𝐼𝑚 𝑓′ = 𝑣

𝑓′ = 𝑞𝑒−𝑖𝜃 とすると、 𝑣 =
𝑞 cos 𝜃
𝑞 sin 𝜃

と書ける。 これは、qが速度、θが方向を意味している。

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦

𝜙𝑥 = 𝑢 = 𝜓𝑦 , 𝜙𝑦 = 𝑣 = −𝜓𝑥

𝑓′ 𝑧 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖
𝜕𝑣

𝜕𝑥
=
𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝑖
𝜕𝑢

𝜕𝑦

コーシーリーマンの関係式を使わないと変なことに

𝑑𝑓

𝑑𝑧
=
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑧
+
𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑧
=
𝜕𝜙

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑧
+ 𝑖

𝜕𝜓

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑧
+
𝜕𝜙

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑧
+ 𝑖

𝜕𝜓

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑧
=...

複素速度ポテンシャル



𝑓′ 𝑧 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖
𝜕𝑣

𝜕𝑥
=
𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝑖
𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
𝜕𝑣

𝜕𝑦
,

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −

𝜕𝑢

𝜕𝑦

コーシー・リーマン

𝜙𝑥 = 𝑢 = 𝜓𝑦 , 𝜙𝑦 = 𝑣 = −𝜓𝑥

流体力学における連続の方程式𝛻 ∙ u = 0を満たすことが可能

𝛻 ∙ u =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
=
𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝜓

𝜕𝑦
−
𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝜓

𝜕𝑥
= 0

𝜙：速度ポテンシャル
𝜓：流れ関数
𝑊 = 𝜙 + 𝑖𝜓: 複素速度ポテンシャル



𝑓 = 𝑈𝑧𝑒−𝑖𝑎 一定の流れ

𝑓 = 𝜙 + 𝑖𝜓

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦

複素速度ポテンシャル

𝑓 = 𝑈 𝑥 + 𝑖𝑦 𝑒−𝑖𝑎 = 𝑈 𝑥 + 𝑖𝑦 cos 𝑎 − 𝑖 sin 𝑎 = 𝑈 𝑥 cos 𝑎 + 𝑦 sin 𝑎 + 𝑖𝑈(−𝑥 sin 𝑎 + 𝑦 cos 𝑎)

a

𝜙 𝜓

𝜕𝑓

𝜕𝑧
= 𝑈 cos 𝑎 − 𝑖 sin 𝑎 = 𝑢 − 𝑖𝑣

𝑢 = 𝑈 cos𝑎
𝑣 = 𝑈 sin 𝑎



等ポテンシャル線𝜙 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.と流線𝜓 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡
𝑣 = 𝛻𝜙 = (𝜙𝑥, 𝜙𝑦) = (

𝑢
𝑣
)

𝜙𝑥 = 𝑢 = 𝜓𝑦
𝜙𝑦 = 𝑣 = −𝜓𝑥𝛻𝜙 =

𝜕𝜙

𝜕𝑥
e1 +

𝜕𝜙

𝜕𝑦
𝒆2 ⇒ 𝛻𝜙 ∙ 𝑑r =

𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝜙

𝜕𝑦
𝑑𝑦 = 𝑑𝜙

ここで、drを𝜙 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 に沿って動かせば、𝛻𝜙 ∙ 𝑑r=0  すなわち、𝛻𝜙と𝑑rは直交

𝛻𝜓 =
𝜕𝜓

𝜕𝑥
e1 +

𝜕𝜓

𝜕𝑦
𝒆2 ⇒ 𝛻𝜓 ∙ 𝑑r =

𝜕𝜓

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝜓

𝜕𝑦
𝑑𝑦 = 𝑑𝜓

ここで、drを𝜓 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 に沿って動かせば、𝛻𝜓 ∙ 𝑑r=0  すなわち、𝛻𝜓と𝑑rは直交

𝛻𝜙 ∙ 𝛻𝜓 =
𝜕𝜙

𝜕𝑥
∙
𝜕𝜓

𝜕𝑥
+
𝜕𝜙

𝜕𝑦
∙
𝜕𝜓

𝜕𝑦
+
𝜕𝜙

𝜕𝑧
∙
𝜕𝜓

𝜕𝑧
= 𝑢 −𝑣 + 𝑣𝑢 = 0

なので、等ポテンシャル線と流線は直交する。



複素速度ポテンシャルの例

𝑓 = 𝑈𝑧 一定の流れ

𝑓 = 𝑚 log 𝑧 ｚ＝０から湧き出し(m>0)もしくは吸い込み(m<0)がある流れ

𝑓 =
𝑟𝑒𝑖𝜃

𝑧 ｚ＝０から2重湧き出し。rは湧き出し強さでθが方向

𝑓 = 𝑖Γ log 𝑧 ｚ＝０にある強さΓの渦。原点を除けば渦度は0なので、渦無しの仮定は満たす。



𝑓 = 𝑈𝑧 一定の流れ(x軸に平行)

𝑓 = 𝑈𝑒−𝑖𝜃𝑧 一定の流れ（θの方向）

𝑢 = 𝑈 cos 𝜃 , 𝑣 = 𝑈 sin 𝜃 → 𝑢 − 𝑖𝑣 = 𝑈 cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃 = 𝑈𝑒−𝑖𝜃

𝑑𝑓

𝑑𝑧
= 𝑢 − 𝑖𝑣 = 𝑈𝑒−𝑖𝜃 → 𝑓 = 𝑈𝑒−𝑖𝜃𝑧



𝑓 =
𝑈𝑧𝑛

𝑛
𝑈 > 0, 𝑛 ≥

1

2
角を回る流れ

𝑓 𝑧 = 𝐴𝑧𝑛
𝑑

𝑑𝑧
𝑓 𝑧 = 𝑛𝐴𝑧𝑛−1

𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 として

𝑓 = 𝐴𝑟𝑛𝑒𝑖𝑛𝜃 = 𝐴𝑟𝑛 cos 𝑛𝜃 + 𝑖 sin 𝑛𝜃 = 𝜙 + 𝑖𝜓 𝜙 = 𝐴𝑟𝑛 cos 𝑛𝜃 , 𝜓 = 𝐴𝑟𝑛 sin 𝑛𝜃

例えば、𝜓 = 0, 𝜃 = 𝑘
𝜋

𝑛

流線はこれに垂直



流れ関数の合成

𝑓1 = 𝑈𝑧 𝑓2 =
1

𝑧

f1 f2

f1+f2

（調和関数だからできる）


