
複素関数の実積分への応用II

応用数学A



real

imaginary

複素数では？ 𝑤 = 𝑓 𝑧 = 𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 複素数の関数

実部の増減

∆𝑢 = 𝑢 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦 − 𝑢(𝑥, 𝑦)

虚部の増減

∆𝑣 = 𝑣 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦 − 𝑣(𝑥, 𝑦)

∆𝑤 = 𝑓 𝑧 + ∆𝑧 − 𝑓(𝑧)
複素数での増減

∆𝑧 = ∆𝑥 + 𝑖∆𝑦

１．変化がReal に沿った場合 ∆𝑧 = ∆𝑥

∆𝑤

∆𝑧
=
∆𝑢 + 𝑖∆𝑣

∆𝑥
=
∆𝑢

∆𝑥
+ 𝑖
∆𝑣

∆𝑥
→
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖
𝜕𝑣

𝜕𝑥

2．変化がImaginary に沿った場合 ∆𝑧 = ∆𝑦

∆𝑤

∆𝑧
=
∆𝑢 + 𝑖∆𝑣

𝑖∆𝑦
=
∆𝑣

∆𝑦
− 𝑖
∆𝑢

∆𝑦
→
𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝑖
𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝑓′ 𝑧 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖
𝜕𝑣

𝜕𝑥
=
𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝑖
𝜕𝑢

𝜕𝑦

であるならば、微分可能 正則

コーシー・リーマンの条件

コーシー・リーマン



孤立特異点

𝑓 𝑧 =
1

𝑧 − 𝑎a

𝑓 𝑧 =
1

(𝑧 − 𝑎)(𝑧 − 𝑏)(𝑧 − 𝑐)

a

c

b

孤立でない特異点

𝑓 𝑧 =
1

sin(1/𝑧)
𝑧 =

1

𝑛𝜋

nが∞に近づくとz=0の周りに無限に特異点が生じる



留数の次数の判定

l'Hospitalの定理

𝑓 𝑧 =
1

sin 𝑧
１つ特異点は𝑧 = 0

lim
𝑧→0

𝑧
1

sin 𝑧
= lim
𝑧→0

1

cos 𝑧
= 1

zの１次をかけて特異点に近づくと有限値をとる
＝＞１次の特異点

sin 𝑧 = 0 𝑎𝑡 𝑧 = 𝑛𝜋

lim
𝑧→𝑛𝜋

(𝑧 − 𝑛𝜋)

sin 𝑧
= lim
𝑧→𝑛𝜋

1

cos 𝑧
= (−1)𝑛 z=nπのいずれの特異点も１次



実関数＝＞複素関数を利用して解く

 
0

2𝜋 𝑑𝜃

𝑎 + cos 𝜃
(𝑎 > 1)

cos 𝜃 =
𝑒𝑖𝜃 + 𝑒−𝑖𝜃

2
=
1

2
𝑧 +

1

𝑧
𝑧 = 𝑒𝑖𝜃

𝜃 = 0 → 2𝜋

 
0

2𝜋 𝑑𝜃

𝑎 + cos 𝜃
=  

𝑑𝑧/𝑖𝑧

𝑎 +
1
2
(𝑧 + 𝑧−1)

=
2

𝑖
 

𝑑𝑧

𝑧2 + 2𝑎𝑧 + 1
=
2

𝑖
 

𝑑𝑧

(𝑧 − 𝛼)(𝑧 − 𝛽)

𝑑𝑧 = 𝑖𝑒𝑖𝜃𝑑𝜃 = 𝑖𝑧𝑑𝜃

𝛼, 𝛽 = −𝑎 ± 𝑎2 − 1単位円の中にあるのはαだけ

2

𝑖
 

𝑑𝑧

(𝑧 − 𝛼)(𝑧 − 𝛽)
=
2

𝑖
Res

1

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽
, 𝑧 = 𝛼 =

2

𝑖

2𝜋𝑖

(𝛼 − 𝛽)
=

2𝜋

𝑎2 − 1



有利関数の無限大への積分への応用

 
−∞

∞ 𝑑𝑥

1 + 𝑥4

𝑧 = 𝑅𝑒𝑖𝜃

𝑅 → ∞

 
𝐶

𝑑𝑧

𝑧4 + 1
=  

−𝑅

𝑅 𝑑𝑥

𝑥4 + 1
+ 

𝐶𝑅

𝑑𝑧

𝑧4 + 1

CR

𝑧4 = −1が特異点＝＞４回回って z=-1になる。

𝑧 = 𝑒𝑖
𝜋
4𝑧 = 𝑒𝑖3

𝜋
4

𝑧 = 𝑒𝑖5
𝜋
4 𝑧 = 𝑒𝑖7

𝜋
4Res

1

𝑧4 + 1
, 𝑧 = 𝜔 = lim

𝑧→𝜔

(𝑧 − 𝜔)

(𝑧 − 𝜔)(𝑧 − 𝜔3)(𝑧 − 𝜔5)(𝑧 − 𝜔7)

𝑧1 − 𝑧3 = 2

𝑧1 − 𝑧7 = 𝑖 2

𝑧1 − 𝑧5 = 2 + 𝑖 2

=
1

2 2 + 𝑖 2 𝑖 2
=

1

2 2(𝑖 − 1)
=
−(1 + 𝑖)

4 2
= −

𝜔

4



𝑧 = 𝑒𝑖
𝜋
4 =

2

2
+ 𝑖

2

2

𝑧 = 𝑒𝑖3
𝜋
4 = −

2

2
+ 𝑖

2

2

𝑧 = 𝑒𝑖5
𝜋
4 = −

2

2
− 𝑖

2

2 𝑧 = 𝑒𝑖7
𝜋
4 =

2

2
− 𝑖

2

2

Res
1

𝑧4 + 1
, 𝑧 = 𝜔3 = lim

𝑧→𝜔3

(𝑧 − 𝜔3)

(𝑧 − 𝜔)(𝑧 − 𝜔3)(𝑧 − 𝜔5)(𝑧 − 𝜔7)

𝑧3 − 𝑧1 = − 2

𝑧3 − 𝑧5 = 𝑖 2

𝑧3 − 𝑧7 = − 2 + 𝑖 2

=
1

− 2𝑖 2 − 2 + 𝑖 2
=

1

2 2(1 + 𝑖)
=
(1 − 𝑖)

4 2
=
1

4𝜔

 
𝑑𝑧

𝑧4 + 1
= 2𝜋𝑖

−(1 + 𝑖)

4 2
+
(1 − 𝑖)

4 2
=
𝜋

2

 
𝐶𝑅

𝑑𝑧

𝑧4 + 1
≤

𝑅

𝑅4 − 1
 
0

𝜋

𝑑𝜃 → 0 𝑓𝑜𝑟 𝑅 → ∞

 
−𝑅

𝑅 𝑑𝑥

𝑥4 + 1
= 

𝐶

𝑑𝑧

𝑧4 + 1
− 

𝐶𝑅

𝑑𝑧

𝑧4 + 1
=
𝜋

2



Fourier-type積分

 
−∞

∞ cos 𝑥

𝑥2 + 𝑎2
𝑑𝑥  

−∞

∞ 𝑒𝑖𝑡𝑥

𝑥2 + 𝑎2

(t >0)

 
𝐶

𝑒𝑖𝑡𝑧

𝑧2 + 𝑎2
𝑑𝑧 =  

𝐶

𝑒𝑖𝑡𝑧

(𝑧 − 𝑖𝑎)(𝑧 + 𝑖𝑎)
𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖Res

𝑒𝑖𝑡𝑧

𝑧 − 𝑖𝑎 𝑧 + 𝑖𝑎
, 𝑧 = 𝑖𝑎 = 2𝜋𝑖

𝑒−𝑎𝑡

2𝑖𝑎
=
𝜋

𝑎
𝑒−𝑎𝑡

CR

z=ia

𝑧 = 𝑅𝑒𝑖𝜃

𝑅 → ∞

半円の積分は、円弧と弦の足し算なので

 
𝐶

𝑒𝑖𝑡𝑧

𝑧2 + 𝑎2
𝑑𝑧 =  

−𝑅

𝑅 𝑒𝑖𝑡𝑥

𝑥2 + 𝑎2
𝑑𝑥 +  

𝐶𝑅

𝑒𝑖𝑡𝑧

𝑧2 + 𝑎2

=> 0

 
−∞

∞ 𝑒𝑖𝑡𝑥

𝑥2 + 𝑎2
𝑑𝑥 =

𝜋

𝑎
𝑒−𝑎𝑡

 
−∞

∞ 𝑒𝑖𝑡𝑥

𝑥2 + 𝑎2
𝑑𝑥 =  

−∞

∞ cos 𝑡𝑥

𝑥2 + 𝑎2
𝑑𝑥 + 𝑖  

−∞

∞ sin 𝑡𝑥

𝑥2 + 𝑎2
𝑑𝑥 =

𝜋

𝑎
𝑒−𝑎𝑡 t=1 では

 
−∞

∞ cos 𝑥

𝑥2 + 𝑎2
𝑑𝑥 =

𝜋

𝑎
𝑒−𝑎



Fourier-type積分 その２

 
−∞

∞ 𝑥sin 𝑥

𝑥2 + 𝑎2
𝑑𝑥

 
−∞

∞ cos 𝑡𝑥

𝑥2 + 𝑎2
𝑑𝑥 =

𝜋

𝑎
𝑒−𝑎𝑡 をd/dtして

 
−∞

∞ 𝑥 sin 𝑡𝑥

𝑥2 + 𝑎2
𝑑𝑥 =

𝜋

𝑎
−𝑎 𝑒−𝑎𝑡 = −𝑎𝑒−𝑎𝑡



分岐点 w=f(z)で１つのzに対して複数のwが存在する＝＞多価関数 ＝＞分岐点

複素関数の実関数積分：積分領域を工夫する。特異点周り＝＞留数定理

例： 𝑤 = 𝑧1/2 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃

q 0 p 2p 3p 4p
z 𝑟 - 𝑟 𝑟 - 𝑟 𝑟
𝑤 𝑟 i 𝑟 - 𝑟 -i 𝑟 𝑟

𝑤 = 𝑟𝑒𝑖𝜃/2

2価関数

D1

D2

D1

リーマン面



例：𝑤 = log 𝑧 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃

𝑤 = log 𝑟 + 𝑖(𝜃 + 2𝑛𝜋) 𝑛 = ⋯ .−2,−1, 0, 1, 2, … .

無限多価関数 ＝＞無数のリーマン面

例：𝑤 = 𝑧1/𝑛

𝑤 = 𝑧1/𝑛 = 𝑒
1
𝑛 log 𝑧 = 𝑒

1
𝑛 (log 𝑟+𝑖(𝜃+2𝑛𝜋))

𝑛 = ⋯ .−2,−1, 0, 1, 2, … .

無数のリーマン面

𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃



複数のリーマン面だと積分が少し困ることに。

行と帰りで異なるリーマン面
＝＞値が異なる。

𝐼← =  
𝑅

𝜀

𝑧𝑏−1
1

𝑧 + 1
𝑑𝑧 =  

𝑅

𝜀

(𝑥𝑒2𝜋𝑖)𝑏−1
1

𝑥 + 1
𝑑𝑥 = −𝑒2𝜋𝑖𝑏 

𝜀

𝑅

𝑥𝑏−1
1

𝑥 + 1
𝑑𝑥 = −𝑒2𝜋𝑖𝑏𝐼→

𝐼→ =  
𝜖

𝑅

𝑧𝑏−1
1

𝑧 + 1
𝑑𝑧 =  

𝜖

𝑅

𝑥𝑏−1
1

𝑥 + 1
𝑑𝑥

例：特異点を迂回させた場合

𝜀 R

𝐼←

𝐼→

例：
𝐼 =  

0

∞

𝑧𝑏−1
1

𝑧 + 1
𝑑𝑧 𝜀, 𝑅 として、0と∞に漸近させる。0<b<1



𝐼外円 =  
0

2𝜋 𝑧𝑏−1

𝑧 + 1
𝑑𝑧 =  

0

2𝜋 (𝑅𝑒𝑖𝜃)𝑏−1

𝑅𝑒𝑖𝜃 + 1
𝑖𝑅𝑒𝑖𝜃𝑑𝜃 =  

0

2𝜋 𝑖𝑅𝑏𝑒𝑖𝑏𝜃

𝑅𝑒𝑖𝜃 + 1
𝑑𝜃 =  

0

2𝜋 𝑖𝑏𝑅𝑏−1𝑒𝑖𝑏𝜃

𝑒𝑖𝜃
𝑑𝜃 = 0 b<1

𝐼小円 =  
2𝜋

0 𝑧𝑏−1

𝑧 + 1
𝑑𝑧 =  

2𝜋

0 (𝜀𝑒𝑖𝜃)𝑏−1

𝜀𝑒𝑖𝜃 + 1
𝑖𝜀𝑒𝑖𝜃𝑑𝜃 = 𝑖  

2𝜋

0 (𝜀𝑒𝑖𝜃)𝑏

𝜀𝑒𝑖𝜃 + 1
𝑖𝑑𝜃 = 0 b>0

𝜀 → 0

𝑅 → ∞

𝑧 = −1 = 𝑒𝜋𝑖

𝑅𝑒𝑠 −1 = (𝑒𝜋𝑖)𝑏−1= −𝑒𝜋𝑖𝑏

𝐼 =
−2𝜋𝑖𝑒𝜋𝑏𝑖

1 − 𝑒2𝜋𝑏𝑖
=

−2𝜋𝑖

𝑒−𝜋𝑏𝑖 − 𝑒𝜋𝑏𝑖
=

𝜋

sin 𝜋𝑏



実積分への複素積分
積分範囲のとり方： 特異点を避ける。

case 2

case 1

R有限

case 3

∞-∞

case 4



𝑓 𝑥 =
1

𝑥  𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = log 𝑥  
0

𝑅

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = log 𝑥
𝑅
0
= log𝑅 − log 0 → ∞

 
−𝑅

𝑅

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = log 𝑥
𝑅
−𝑅

? ? ? ?

𝑓 𝑧 =
1

𝑧

x

f(x)

x

log(x)

I1

I2
I3 I4

I=I1+I2+I3+I4 =0

𝐼1 =  
𝐶𝑅

𝑑𝑧

𝑧
=  

0

𝜋 𝑑(𝑅𝑒𝑖𝜃)

𝑅𝑒𝑖𝜃
= 𝑖 𝜃

𝜋
0
→ 𝑖𝜋

𝐼2 =  
−𝑅

𝜀 1

𝑥
𝑑𝑥 𝐼4 =  

𝜀

𝑅 1

𝑥
𝑑𝑥

𝐼3 =  
𝐶𝜀

𝑑𝑧

𝑧
=  

𝜋

0𝑑(𝜀𝑒𝑖𝜃)

𝜀𝑒𝑖𝜃
= −𝑖 𝜃

𝜋
0
→ −𝑖𝜋



𝑓 𝑧 =
1

𝑧

I1

𝐼1 =  
𝐶

1

𝑧
𝑑𝑧 =  

0

2𝜋 𝑑(𝑅𝑒𝑖𝜃)

𝑅𝑒𝑖𝜃
=  

0

2𝜋 𝑖𝑒𝑖𝜃

𝑒𝑖𝜃
𝑑𝜃 = 𝑖  

0

2𝜋

𝑑𝜃 = 2𝜋𝑖

= 2𝜋𝑖
= 𝜋𝑖



𝑓(𝑥) =
1

1 + 𝑥3
 
−∞

∞

𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑧1 =

1

2
+

3

2
𝑖

𝑧3 =
1

2
−

3

2
𝑖

𝑧2 = −1

𝑅𝑒𝑠 𝑓 𝑧 , 𝑧1 = lim
𝑧→𝑧1

(𝑧 − 𝑧1)

(𝑧 − 𝑧1)(𝑧 − 𝑧2)(𝑧 − 𝑧3)
=

1

(
1
2 +

3
2 𝑖 + 1)(

1
2 +

3
2 𝑖 −

1
2 +

3
2 𝑖)

=
1

(
3
2 +

3
2 𝑖) 3𝑖

=
2

3 3𝑖 − 3
=
2

3

3𝑖 + 1

−4
=
−1

6
(1 + 3𝑖)

 
𝐶

1

𝑧3 + 1
𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖

−1

6
1 + 3𝑖 =

2 3

3
𝜋 −

𝜋

3
𝑖

=  
𝜋

0 𝑑𝑧

(𝑧 − 𝑧1)(𝑧 − 𝑧2)(𝑧 − 𝑧3)
=  

𝜋

0
𝑑𝑧
𝑑𝜃
𝑑𝜃

𝑒𝑖𝜃(−1 −
1
2 −

3
2 𝑖 + 𝜀𝑒

𝑖𝜃)(−1 −
1
2 +

3
2 𝑖 + 𝜀𝑒

𝑖𝜃)

=  
𝜋

0

𝑖
𝑑𝜃

(−
3
2 −

3
2 𝑖)(−

3
2 +

3
2 𝑖)

= 𝑖
1

9
4 +

3
4

 𝑑𝜃 =
𝑖

3
𝜋



=  
𝜋

0

𝑖
𝑑𝜃

(−
3
2 −

3
2 𝑖)(−

3
2 +

3
2 𝑖)

= 𝑖
1

9
4 +

3
4

 𝑑𝜃 =
𝑖

3
𝜋

𝑅𝑒𝑠 𝑓 𝑧 , 𝑧2 = lim
𝑧→𝑧2

(𝑧 − 𝑧2)

(𝑧 − 𝑧1)(𝑧 − 𝑧2)(𝑧 − 𝑧3)
=

1

(−1 −
1
2 −

3
2 𝑖)(−1 −

1
2 +

3
2 𝑖)

=
1

(−
3
2 −

3
2 𝑖)(−

3
2 +

3
2 𝑖)

=
1

9
4 +

3
4

=
1

3

=  
𝐶𝜀

𝑑𝑧

𝑧3 + 1
= 2𝜋𝑖

1

3

=   
2

=
𝜋

3
𝑖



 
0

2𝜋 𝑑𝜃

5 − 4 cos 𝜃 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 cos 𝜃 =
𝑧 +

1
𝑧

2
𝑑𝑧 = 𝑖𝑒𝑖𝜃𝑑𝜃 = 𝑖𝑧𝑑𝜃

𝐼 =  
𝑧 =1

𝑑𝑧

𝑖𝑧

1

5 − 2(𝑧 + 1/𝑧)
= 𝑖  

𝑧 =1

𝑑𝑧

2𝑧2 − 5𝑧 + 2
=
𝑖

2
 
𝑧 =1

𝑑𝑧

(𝑧 −
1
2)(𝑧 − 2)

=
2𝜋

3

留数を使って
半径1の円に入るのはz=1/2だけ



ジョルダンの補題

𝐼𝑅 =  
𝐶𝐵

𝑒𝑖𝑎𝑧𝑓 𝑧 𝑑𝑧 → 0 𝑅 → ∞ 𝑓 𝑧 → 0 𝑓𝑜𝑟 𝑅 → 0
CR

𝑎 > 0

𝐼𝑅 =  
𝐶𝐵

𝑒𝑖𝑎𝑧𝑓 𝑧 𝑑𝑧 ≤  
𝐶𝑅

𝑒𝑖𝑎𝑧 𝑓 𝑧 𝑑𝑧

𝑑𝑧 = 𝑖𝑅𝑒𝑖𝜃𝑑𝜃,  𝑑𝑧 = 𝑅𝑑𝜃,  𝑒𝑖𝑎𝑧 = 𝑒−𝑎𝑅 sin 𝜃

𝐼𝑅 ≤  
0

𝜋

𝑒−𝑎𝑅 sin 𝜃 𝑓(𝑅𝑒𝑖𝜃) 𝑅𝑑𝜃 𝑓 𝑧 < 𝜀

𝐼𝑅 ≤ 𝜀𝑅 
0

𝜋

𝑒−𝑎𝑅 sin 𝜃𝑑𝜃 = 2𝜀𝑅 
0

𝜋/2

𝑒−𝑎𝑅 sin 𝜃𝑑𝜃 ≤ 2𝜀𝑅 
0

𝜋/2

𝑒−(2𝑎𝑅/𝜋)𝜃𝑑𝜃 =
𝜀𝜋

𝑎
(1 − 𝑒−𝑎𝑅) ≤

𝜋

𝑎
𝜀

sin 𝜃 ≥
2𝜃

𝜋
0 ≤ 𝜃 ≤

𝜋

2

𝑧 = 𝑅𝑒𝑖𝜃


