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Gaussの定理  𝑑𝑖𝑣𝐵𝑑𝑉 =  𝐵 ∙ 𝑛𝑑𝑆
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Stokesの定理  𝛻 × 𝐸 ∙ 𝑏𝑑𝑆 =  𝐸 ∙ 𝑑𝑟
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Green の 定理

面D

境界線C

 
𝐷

𝜕𝑔

𝜕𝑥
−
𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 =  

𝐶

𝑓𝑑𝑥 + 𝑔𝑑𝑦 =  
𝐶

𝑓  𝑒𝑖 + 𝑔𝑒𝑗 ∙ 𝑑𝑟

ただし、Cは左向き



 
𝑉

𝛻 ∙  𝐴 𝑑𝑉 =  
𝐶

 𝐴 ∙ 𝑛 𝑑𝑆

 𝐴 =
𝜙(𝑥, 𝑦)
−𝜓 (𝑥, 𝑦)
0

 
𝑉

𝛻 ∙  𝐴 𝑑𝑉 =  
𝑉

𝜕𝜙(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
−
𝜕𝜓 (𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =  

𝑋−𝑌

𝜕𝜙(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
−
𝜕𝜓 (𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 × ∆𝑧

１．例えば

Gauss の定理 証明

Gaussの定理の証明

とする

左辺＝

 
𝑆1

𝜕𝜙

𝜕𝑥
−
𝜕𝜓

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 =  

𝐶

(𝜙𝑑𝑦 − 𝜓𝑑𝑥)



 
𝑉

𝛻 ∙  𝐴 𝑑𝑉 =  
𝐶

 𝐴 ∙ 𝑛 𝑑𝑆

 𝐴 =
𝜙(𝑥, 𝑦)
−𝜓 (𝑥, 𝑦)
0

C
S1(X-Y)

V

 
𝐶

 𝐴 ∙ 𝑛 𝑑𝑆 =  
𝑆1

 𝐴 ∙ 𝑛 𝑑𝑆 +  
𝑆2

 𝐴 ∙ 𝑛 𝑑𝑆 +  
𝑆3

 𝐴 ∙ 𝑛 𝑑𝑆

=  𝑆3(𝜙 cos 𝛼 − 𝜓 sin 𝛼) 𝑑𝑆 = Δ𝑧  𝐶 (𝜙 cos 𝛼 − 𝜓 sin 𝛼) 𝑑𝑠

= Δ𝑧  𝐶 (𝜙𝑑𝑦 − 𝜓𝑑𝑥)

S2(X-Y)

S3(z)

𝑛3 =
cos𝛼
sin 𝛼
0

𝑛2 =
0
0
1

𝑛1 =
0
0
−1

x

y

a

ds
a

dy dx

 
𝑆1

𝜕𝜙

𝜕𝑥
−
𝜕𝜓

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 =  

𝐶

(𝜙𝑑𝑦 − 𝜓𝑑𝑥)

１．

Gauss の定理
∆𝑧

Gaussの定理の証明

２．積分を以下の円筒と考える



 
𝑉

𝛻 ∙  𝐴 𝑑𝑉 =  
𝐶

 𝐴 ∙ 𝑛 𝑑𝑆  𝐴 =
𝜙(𝑥, 𝑦)
−𝜓 (𝑥, 𝑦)
0

 
𝑉

𝛻 ∙  𝐴 𝑑𝑉 =  
𝑉

𝜕𝜙(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
−
𝜕𝜓 (𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =  

𝑋−𝑌

𝜕𝜙(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
−
𝜕𝜓 (𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 × ∆𝑧

C
S1(X-Y)

V

 
𝐶

 𝐴 ∙ 𝑛 𝑑𝑆 =  
𝑆1

 𝐴 ∙ 𝑛 𝑑𝑆 +  
𝑆2

 𝐴 ∙ 𝑛 𝑑𝑆 +  
𝑆3

 𝐴 ∙ 𝑛 𝑑𝑆

=  𝑆3(𝜙 cos 𝛼 − 𝜓 sin 𝛼) 𝑑𝑆 = Δ𝑧  𝐶 (𝜙 cos 𝛼 − 𝜓 sin 𝛼) 𝑑𝑠

= Δ𝑧  𝐶 (𝜙𝑑𝑦 − 𝜓𝑑𝑥)

S2(X-Y)

S3(z)

𝑛3 =
cos𝛼
sin 𝛼
0

𝑛2 =
0
0
1

𝑛1 =
0
0
−1

x

y

a

ds
a

dy dx

 
𝑆1

𝜕𝜙

𝜕𝑥
−
𝜕𝜓

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 =  

𝐶

(𝜙𝑑𝑦 − 𝜓𝑑𝑥)

１．例えば

Gauss の定理
∆𝑧

証明

Gaussの定理の証明

とする

２．積分を以下の円筒と考える



ところで法線ベクトルとは

𝑛 =
𝛻𝑔

𝛻𝑔

ある曲面がg(x, y, z)=constantというように表されているならば、
法線ベクトルnは

曲面が  𝑟 =  𝑟(𝑢, 𝑣)で表される時

𝑑  𝑟

𝑑𝑢
,
𝑑  𝑟

𝑑𝑣
を この曲面に接している線として、

u

v

𝑛 = ±

𝜕 𝑟
𝜕𝑢
×
𝜕 𝑟
𝜕𝑣

𝜕  𝑟
𝜕𝑢
×
𝜕 𝑟
𝜕𝑣

を法線ベクトルとする

case 1

case 2



例題１ Gauss の定理

x

y

z

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1

 𝐹 = 4𝑥𝑒𝑥 + 4𝑦𝑒𝑦 − 2𝑧𝑒𝑧
とする

V

 
𝑆

𝐹 ∙ 𝑑𝑆 =  
𝐷

𝐹 ∙ 𝑛
1

𝑛 ∙ 𝑒𝑧
𝑑𝑥𝑑𝑦

法線ベクトルnを求める

𝑔 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2

𝛻𝑔 = 2𝑥𝑒𝑥 + 2𝑦𝑒𝑦 + 2𝑧𝑒𝑧

𝛻𝑔 = 2𝑥 2 + 2𝑦 2 + 2𝑧 2 = 2 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 2

𝑛 =
𝛻𝑔

𝛻𝑔
= (𝑥𝑒𝑥 + 𝑦𝑒𝑦 + 𝑧𝑒𝑧)

面が決まる ＝＞(x, y, z) が(x, y)になる。

𝑟 = 𝑥𝑒𝑥 + 𝑦𝑒𝑦 + 𝑧𝑒𝑧 ⇒ 𝑥𝑒𝑥 + 𝑦𝑒𝑦 + 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑒𝑧

使い方

 
𝑉

𝛻 ∙  𝐴 𝑑𝑉 =  
𝐶

 𝐴 ∙ 𝑛 𝑑𝑆

V, Cを球

Aを

𝑛
 𝐹

𝑒𝑧

𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑑𝑆

𝑑𝑆

面積分をx, y 平面に投影させる

傾いている効果



 
𝑆上
𝐹 ∙ 𝑑𝑆 =  

𝐷

𝐹 ∙ 𝑛
1

𝑛 ∙ 𝑒𝑧
𝑑𝑥𝑑𝑦 =  

𝐷

(4𝑥𝑒𝑥 + 4𝑦𝑒𝑦 − 2𝑧𝑒𝑧) ∙ (𝑥𝑒𝑥 + 𝑦𝑒𝑦 + 𝑧𝑒𝑧)
1

(𝑥𝑒𝑥 + 𝑦𝑒𝑦 + 𝑧𝑒𝑧) ∙ 𝑒𝑧
𝑑𝑥𝑑𝑦

(4𝑥2 + 4𝑦2 − 2𝑧2) = 4𝑥2 + 4𝑦2 − 2 1 − 𝑥2 − 𝑦2 = 6𝑥2 + 6𝑦2 − 2

( 1 − 𝑥2 − 𝑦2)

 
𝐷

2
3𝑥2 + 3𝑦2 − 1

1 − 𝑥2 − 𝑦2
𝑑𝑥𝑑𝑦 = 

𝐷

2
3𝑟2 − 1

1 − 𝑟2
𝑑𝜃𝑟𝑑𝑟 = 2 

0

2𝜋

𝑑𝜃 
0

1−3 1 − 𝑟2 + 1

1 − 𝑟2
𝑟𝑑𝑟

𝜉 = 1 − 𝑟2, 𝑑𝜉 = −2𝑟𝑑𝑟

 
0

1

3 𝜉 −
2

𝜉
𝑑𝜉 = 3

2

3
𝜉
3
2 − 𝜉

1
2
1
0
= 1

2p

= 4p

 
𝑉

𝑑𝑖𝑣  𝐹𝑑𝑉 = 
𝑉

4 + 4 − 2 𝑑𝑉 = 6
4𝜋

3
= 8𝜋

 𝐹 = 4𝑥𝑒𝑥 + 4𝑦𝑒𝑦 − 2𝑧𝑒𝑧

ｘ ２

上下

= ８p

これがGaussの定理
球の体積

上半分

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1



演習問題１ S:𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 9,  𝐹 = 6𝑥 𝑒𝑥 + 6𝑦𝑒𝑦 − 𝑧 𝑒𝑧 としたときに、

 𝑆 𝐹 ∙ 𝑑𝑆と 𝑉 𝑑𝑖𝑣
 𝐹𝑑𝑉を計算しなさい。

Step 1  Sの表面の法線ベクトルの関数を求める。

n =
1

3
(𝑥𝑒𝑥 + 𝑦𝑒𝑦 + 𝑧𝑒𝑧)

𝑛 =
𝛻𝑔

𝛻𝑔

𝛻𝑔 = 2𝑥𝑒𝑥 + 2𝑦𝑒𝑦 + 2𝑧𝑒𝑧

𝛻𝑔 = (2𝑥)2+(2𝑦)2+(2𝑧)2= 2 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 6

Step 2  面積分をx, y 平面に投影させる  
𝑆上
𝐹 ∙ 𝑑𝑆 =  

𝐷

𝐹 ∙ 𝑛
1

𝑛 ∙ 𝑒𝑧
𝑑𝑥𝑑𝑦

(1) F ∙ nを計算、 n ∙ 𝑒𝑧 を求める。

𝑛 ∙ 𝑒𝑧 =
1

3
𝑧 =
1

3
)9 − (𝑥2 + 𝑦2

F ∙ n = 2𝑥2 + 2𝑦2 −
1

3
𝑧2 =
1

3
6𝑥2 + 6𝑦2 − 9 − 𝑥2 − 𝑦2 =

1

3
(−9 + 7 𝑥2 + 𝑦2 )

 
𝑆

𝐹 ∙ 𝑑𝑆まず



 𝑆 𝐹 ∙ 𝑑𝑆 =  𝐷 𝐹 ∙ 𝑛
1

𝑛∙𝑒𝑧
𝑑𝑥𝑑𝑦を計算する。(𝑥 = 𝑟 cos 𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 として 𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2を考えて)

= 𝜋 
7 9 − 𝜉 − 9

𝜉
𝑑𝜉 = 𝜋 54 ∙ 2𝜉  1 2 −7

2

3
𝜉  3 2
9
0
= 198π

 
𝐷

𝐹 ∙ 𝑛
1

𝑛 ∙ 𝑒𝑧
𝑑𝑥𝑑𝑦 = 

𝐷

)−9 + 7(𝑥2 + 𝑦2

)9 − (𝑥2 + 𝑦2
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑛 ∙ 𝑒𝑧 =
1

3
)9 − (𝑥2 + 𝑦2

F ∙ n =
1

3
(−9 + 7 𝑥2 + 𝑦2 )

𝑑𝑥𝑑𝑦 𝑟𝑑𝜃𝑑𝑟

=  
𝐷

7𝑟2 − 9

9 − 𝑟2
𝑑𝜃𝑟𝑑𝑟 =  

0

2𝜋

𝑑𝜃 
7𝑟2 − 9

9 − 𝑟2
𝑟𝑑𝑟

ξ = 9 − 𝑟2, 𝑑𝜉 = −2𝑟𝑑𝑟 と置くと Sの境界は、r = 0 -> 3

上半分なので、全部のS表面では396π

Step 2 (2) 

div F = 6 + 6 − 1 = 11

Step 3  𝑉 𝑑𝑖𝑣
 𝐹 𝑑𝑉 を計算する。  𝐹 = 6𝑥 𝑒𝑥 + 6𝑦𝑒𝑦 − 𝑧 𝑒𝑧

 
𝑉

𝑑𝑖𝑣  𝐹 𝑑𝑉 = 11
4𝜋

3
33 = 396𝜋

球のV



演習問題２

S: 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1,  𝐹 = 𝑦𝑒𝑥 − 𝑥𝑒𝑦 + 𝑧𝑒𝑧 としたときに、 𝑆 𝐹 ∙ 𝑑𝑆と 𝑉 𝑑𝑖𝑣
 𝐹𝑑𝑉を計算

Step1: Sの表面の法線ベクトルの関数を求める。 𝑛 =
𝛻𝑔

𝛻𝑔

Step2: F ∙ nを計算する。 n ∙ 𝑒𝑧 を求める。  
𝑆上
𝐹 ∙ 𝑑𝑆 =  

𝐷

𝐹 ∙ 𝑛
1

𝑛 ∙ 𝑒𝑧
𝑑𝑥𝑑𝑦 のため

Step 3:  𝑆 𝐹 ∙ 𝑑𝑆 =  𝐷 𝐹 ∙ 𝑛
1

𝑛∙𝑒𝑧
𝑑𝑥𝑑𝑦を計算する。

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 として 𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2
途中

ξ = 1 − 𝑟2, 𝑑𝜉 = −2𝑟𝑑𝑟

Step4:  𝑉 𝑑𝑖𝑣
 𝐹 𝑑𝑉 を計算する

やってみましょう



Step1: Sの表面の法線ベクトルの関数を求める。

n = (𝑥𝑒𝑥 + 𝑦𝑒𝑦 + 𝑧𝑒𝑧)

S: 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1,



Step2: F ∙ nを計算する。 n ∙ 𝑒𝑧 を求める。

F ∙ n = 𝑥𝑦 − 𝑥𝑦 + 𝑧2 = (1 − 𝑥2 − 𝑦2) = (1 − 𝑥2 + 𝑦2 ),

𝑛 ∙ 𝑒𝑧 = 𝑧 = 1 − (𝑥
2 + 𝑦2)



Step3:  𝑆 𝐹 ∙ 𝑑𝑆 =  𝐷 𝐹 ∙ 𝑛
1

𝑛∙𝑒𝑧
𝑑𝑥𝑑𝑦を計算する。

 𝐷
1− 𝑥2+𝑦2

1−(𝑥2+𝑦2)
𝑑𝑥𝑑𝑦 =  𝐷

1−𝑟2

1−𝑟2
𝑑𝜃𝑟𝑑𝑟

=  
0

2𝜋

𝑑𝜃 
1 − 𝑟2

1 − 𝑟2
𝑟𝑑𝑟

= 𝜋 
𝜉

𝜉
𝑑𝜉 = 𝜋

2

3
𝜉3/2
1
0
=
2

3
π

ξ = 1 − 𝑟2, 𝑑𝜉 = −2𝑟𝑑𝑟



Step4:  𝑉 𝑑𝑖𝑣
 𝐹 𝑑𝑉 を計算する。

div F = 0 + 0 + 1 = 1

 𝑉 𝑑𝑖𝑣
 𝐹 𝑑𝑉 = 1

4𝜋

3
=
4

3
𝜋

4

3
𝜋 =  

𝑆

𝐹 ∙ 𝑑𝑆 =  
𝐷

𝐹 ∙ 𝑛
1

𝑛 ∙ 𝑒𝑧
𝑑𝑥𝑑𝑦 =

2

3
𝜋 × 2



VをS:𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 4 で囲まれる内部とする。

𝐹 = 𝑦𝑒𝑥 − 𝑥𝑒𝑦 + 𝑧𝑒𝑧 とする。

 
𝑉

𝛻 × 𝐹𝑑𝑉 =

 
𝑆

𝑛 × 𝐹𝑑𝑆 = − 
𝑆1

𝐹 × 𝑛𝑑𝑆 −  
𝑆2

𝐹 × 𝑛𝑑𝑆

𝛻 × 𝐹 =

𝑒𝑥 𝑒𝑦 𝑒𝑧
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝑦 −𝑥 𝑧

= −2𝑒𝑧
−2𝑒𝑧 

𝑉

𝑑𝑉 = −2𝑒𝑧
4𝜋

3
23 = −

64𝜋

3
𝑒𝑧

 
𝑆

𝑛 × 𝐹𝑑𝑆 =  
𝑉

𝛻 × 𝐹𝑑𝑉Gaussの発散定理の場合



法線ベクトルn

𝑔 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2

𝛻𝑔 = 2𝑥𝑒𝑥 + 2𝑦𝑒𝑦 + 2𝑧𝑒𝑧

𝛻𝑔 = 2𝑥 2 + 2𝑦 2 + 2𝑧 2 = 2 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 4

𝑛 =
𝛻𝑔

𝛻𝑔
=
1

2
(𝑥𝑒𝑥 + 𝑦𝑒𝑦 + 𝑧𝑒𝑧)

VをS:𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 4 で囲まれる内部

𝑛 ∙ 𝑒𝑧 =
1

2
𝑥𝑒𝑥 + 𝑦𝑒𝑦 + 𝑧𝑒𝑧 ∙ 𝑒𝑧 =

𝑧

2

𝐹 × 𝑛 =

𝑒𝑥 𝑒𝑦 𝑒𝑧
𝑦 −𝑥 𝑧
𝑥/2 𝑦/2 𝑧/2

=
1

2
−𝑧𝑥 − 𝑦𝑧 𝑒𝑥 +

1

2
𝑧𝑥 − 𝑦𝑧 𝑒𝑦 +

1

2
(𝑥2 + 𝑦2)𝑒𝑧

 
𝑆1

𝐹 × 𝑛𝑑𝑆 =
𝑒𝑥
2
 
𝑆1

−𝑧𝑥 − 𝑦𝑧 𝑑𝑆 +
𝑒𝑦

2
 
𝑆1

𝑧𝑥 − 𝑦𝑧 𝑑𝑆 +
𝑒𝑧
2
 
𝑆1

(𝑥2 + 𝑦2 𝑑𝑆



𝑒𝑥

2
 𝑆 −𝑧𝑥 − 𝑦𝑧 𝑑𝑆 =  D −𝑧𝑥 − 𝑦𝑧

１
𝑛∙𝑒𝑧
𝑑𝑥𝑑𝑦 = −2 𝐷 𝑥 + 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 = −2 0

2𝜋
(cos 𝜃 + sin 𝜃)𝑑𝜃  0

2
𝑟2𝑑𝑟 =0

𝑒𝑦

2
 
𝑆

𝑧𝑥 − 𝑦𝑧 𝑑𝑆 = 0

𝑒𝑧
2
 
𝑆

(𝑥2 + 𝑦2 𝑑𝑆 =  
𝐷

𝑥2 + 𝑦2
1

𝑛 ∙ 𝑒𝑧
𝑑𝑥𝑑𝑦 = 2 

𝐷

𝑥2 + 𝑦2

4 − 𝑥2 − 𝑦2
𝑑𝑥𝑑𝑦 = 2 

0

2𝜋

𝑑𝜃 
0

2 𝑟2

4 − 𝑟2
𝑟𝑑𝑟

𝜉 = 4 − 𝑟2, 𝑑𝜉 = −2𝑟𝑑𝑟

=  
0

44 − 𝜉

𝜉
𝑑𝜉 =  

0

4

4𝜉−1/2 − 𝜉1/2 𝑑𝜉 = 4 2𝜉1/2 −
2

3
𝜉3/2
4
0
=
16

3
=
64

3
𝜋

 
𝑆1

𝐹 × 𝑑𝑆 =
64

3
𝜋
𝑒𝑧
2
=
32𝜋

3
𝑒𝑧

 
𝑆

𝑛 × 𝐹𝑑𝑆 =  
𝑉

𝛻 × 𝐹𝑑𝑉 Gaussの発散定理

4p


