
応用数学 A

積分定理

Gaussの定理  𝑑𝑖𝑣𝐵𝑑𝑉 =  𝐵 ∙ 𝑛𝑑𝑆

Stokesの定理  𝛻 × 𝐸 ∙ 𝑏𝑑𝑆 =  𝐸 ∙ 𝑑𝑟

Greenの定理  
𝐷

𝜕𝑔

𝜕𝑥
−
𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 =  

𝐶

𝑓𝑑𝑥 + 𝑔𝑑𝑦 =  
𝐶

𝑓  𝑒𝑖 + 𝑔𝑒𝑗 ∙ 𝑑𝑟

 
𝑆

𝑛 × 𝐹𝑑𝑆 =  
𝑉

𝛻 × 𝐹𝑑𝑉Gaussの発散定理

グリーンの定理



S

 
S

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑆 =  𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 =   𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝑓(𝑥, 𝑦) が一定値Aならば

面積×A

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑠

面積積分

ベクトルだと

 
S

 𝐹(𝑥, 𝑦) ∙ 𝑑𝑆 =  
S

 𝐹(𝑥, 𝑦) ∙ 𝑛 𝑥, 𝑦 𝑑𝑆  𝐹(𝑥, 𝑦) ∙ 𝑛 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 =    𝐹(𝑥, 𝑦) ∙ 𝑛 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

S
𝑑𝑆

 𝐹(𝑥, 𝑦)

もう一度おさらい



V

 
𝑉

𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑉 = 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =  𝑑𝑧  𝑑𝑦  𝑑𝑧𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑉

体積積分

 
𝑉

𝛻 ∙  𝐴 𝑑𝑉 =  
𝐶

 𝐴 ∙ 𝑛 𝑑𝑆

ベクトルだと

スカラー



線積分  
𝐿

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑ℓ

L

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑ℓ

一般にはL上でxが動けばyも変わる

𝑥 𝑡 , 𝑦(𝑡)という媒介変数を使う

 
𝐿

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑ℓ =  
𝑡1

𝑡2

𝑓 𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 𝑑𝑡

ベクトルになると

 
𝐿

 𝐹 𝑥, 𝑦 ∙ 𝑑ℓ

L

 𝐹 𝑥, 𝑦 ∙ 𝑑ℓ
𝑑ℓ

 𝐹 𝑥, 𝑦

 
𝐿

 𝐹 𝑥, 𝑦 ∙ 𝑑ℓ =  
𝑡1

𝑡2
 𝐹 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) ∙ 𝑠 𝑡 𝑑𝑡

接線方向の単位ベクトル



Step1: Sの表面の法線ベクトルの関数を求める。
n = (𝑥𝑒𝑥 + 𝑦𝑒𝑦 + 𝑧𝑒𝑧)

Step2F ∙ nを計算する。 n ∙ 𝑒𝑧 を求める。
F ∙ n = 𝑥𝑦 − 𝑥𝑦 + 𝑧2 = (1 − 𝑥2 − 𝑦2) = (1 − 𝑥2 + 𝑦2 ),

𝑛 ∙ 𝑒𝑧 = 𝑧 = 1 − (𝑥
2 + 𝑦2)

Step3:  𝑆 𝐹 ∙ 𝑑𝑆 =  𝐷 𝐹 ∙ 𝑛
1

𝑛∙𝑒𝑧
𝑑𝑥𝑑𝑦を計算する。

 𝐷
1− 𝑥2+𝑦2

1−(𝑥2+𝑦2)
𝑑𝑥𝑑𝑦 =  𝐷

1−𝑟2

1−𝑟2
𝑑𝜃𝑟𝑑𝑟 =  0

2𝜋
𝑑𝜃  

1−𝑟2

1−𝑟2
𝑟𝑑𝑟 = 𝜋  

𝜉

𝜉
𝑑𝜉 = 𝜋

2

3
𝜉3/2
1
0
=
2

3
π

ξ = 1 − 𝑟2, 𝑑𝜉 = −2𝑟𝑑𝑟

Step4:  𝑉 𝑑𝑖𝑣
 𝐹 𝑑𝑉 を計算する。

div F = 0 + 0 + 1 = 1  𝑉 𝑑𝑖𝑣
 𝐹 𝑑𝑉 = 1

4𝜋

3
=
4

3
𝜋

おさらい Gauss の定理  
𝑉

𝛻 ∙  𝐴 𝑑𝑉 =  
𝐶

 𝐴 ∙ 𝑛 𝑑𝑆

𝑛

 𝐹

𝑒𝑧

𝑑𝑆

x

y

z

V

面積分をx, y 平面に
投影させる

例： S:𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1,  𝐹 = 𝑦𝑒𝑥 − 𝑥𝑒𝑦 + 𝑧𝑒𝑧



Green の 定理

面D

境界線C

 
𝐷

𝜕𝑔

𝜕𝑥
−
𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 =  

𝐶

𝑓𝑑𝑥 + 𝑔𝑑𝑦 =  
𝐶

𝑓  𝑒𝑖 + 𝑔𝑒𝑗 ∙ 𝑑𝑟

ただし、Cは左向き



A

B

C1: (x, y1) => (x, f1(x))

C2: (x, y2) => (x, f2(x))
 
𝐶

𝑓𝑑𝑥 =  
𝐶1−𝐶2

𝑓𝑑𝑥 =  
𝐶1

𝑓𝑑𝑥 −  
𝐶2

𝑓𝑑𝑥

=  
𝐴

𝐵

𝑓 𝑥, 𝑦1(𝑥) 𝑑𝑥 −  
𝐴

𝐵

𝑓 𝑥, 𝑦2 𝑥 𝑑𝑥

=  
𝐴

𝐵

𝑓 𝑥, 𝜙1(𝑥) 𝑑𝑥 −  
𝐴

𝐵

𝑓 𝑥, 𝜙2(𝑥) 𝑑𝑥

 
𝐷

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 =  

𝐴

𝐵

 
𝜙1 𝑥

𝜙2(𝑥)𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑦 𝑑𝑥 =  

𝐴

𝐵

𝑓
𝜙2(𝑥)
𝜙1(𝑥)
𝑑𝑥

=  
𝐴

𝐵

𝑓(𝑥, 𝜙2 𝑥 ) − 𝑓(𝑥, 𝜙1(𝑥)) 𝑑𝑥

=  
𝐴

𝐵

𝑓 𝑥, 𝜙2 𝑥 𝑑𝑥 −  
𝐴

𝐵

𝑓 𝑥, 𝜙1 𝑥 𝑑𝑥

A

B

C1: (x, y1) => (x, f1(x))

C2: (x, y2) => (x, f2(x))

x

y

𝜙1(𝑥)

𝜙2(𝑥)

D  
𝐶

𝑓𝑑𝑥 = − 
𝐷

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦

 
𝐶

𝑔𝑑𝑦 = − 
𝐷

𝜕𝑔

𝜕𝑥
𝑑𝑥𝑑𝑦

 
𝐶

𝑓𝑑𝑥 + 𝑔𝑑𝑦 = 
𝐷

𝜕𝑔

𝜕𝑥
−
𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦

Greenの定理



 
𝐶

𝑓𝑑𝑥 + 𝑔𝑑𝑦 = 
𝐷

𝜕𝑔

𝜕𝑥
−
𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥3 − 3𝑥2𝑦, 𝑔 𝑥, 𝑦 = 2𝑥𝑦 + 𝑦2

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= −3𝑥2,

𝜕𝑔 𝑥, 𝑦

𝜕𝑥
= 2𝑦

x

y

3

1 C

D

 
𝐶

𝑓𝑑𝑥 + 𝑔𝑑𝑦 =  
𝐶

𝑥3 − 3𝑥2𝑦 𝑑𝑥 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2 𝑑𝑦 を上の周で計算しようとする

グリーンの公式を使えば、
 
𝐷

2𝑦 + 3𝑥2 𝑑𝑥𝑑𝑦 =  
0

3

𝑦2 + 3𝑥2𝑦
1
0
𝑑𝑥 =  

0

3

1 + 3𝑥2 𝑑𝑥 = 𝑥 + 𝑥3
3
0
= 30

=
1

4
𝑥4
3
0
+ 3𝑦2 +

1

3
𝑦3
1
0
+
1

4
𝑥4 − 𝑥3

0
3
+
1

3
𝑦3
0
1
=
81

4
+ 3 +
1

3
−
81

4
+ 27 −

1

3
= 30

 
𝐶

𝑥3 − 3𝑥2𝑦 𝑑𝑥 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2 𝑑𝑦



C

D

 
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦

 
𝐶

𝑦𝑑𝑥 − 𝑥𝑑𝑦 =  
𝐷

−
𝜕𝑥

𝜕𝑥
−
𝜕𝑦

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 = −2 

𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦

線積分で面積？

面積



C1: x, y(x) = x2

C2: x, y(x) = x

𝐼 =  
𝐶

𝑥𝑦 + 𝑥2 𝑑𝑥 + 𝑥2𝑑𝑦

 
𝐶1

𝑥𝑦 + 𝑥2 𝑑𝑥 + 𝑥2𝑑𝑦 −  
𝐶2

𝑥𝑦 + 𝑥2 𝑑𝑥 + 𝑥2𝑑𝑦

 
0

1

𝑥3 + 𝑥2 + 2𝑥3 𝑑𝑥 −  
0

1

𝑥2 + 𝑥2 + 𝑥2 𝑑𝑥 =
1

12

𝑑𝑦 = 2𝑥𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 𝑑𝑥

グリーンの定理を使うと

 
𝐷

𝜕𝑥2

𝜕𝑥
−
𝜕

𝜕𝑦
(𝑥𝑦 + 𝑥2) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =  

𝐷

𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦 =  
0

1

 
𝑥2

𝑥

𝑥𝑑𝑦 𝑑𝑥 =  
0

1

𝑥𝑦
𝑥
𝑥2
𝑑𝑥 =  

0

1

𝑥 𝑥 − 𝑥2 𝑑𝑥 =
1

12



A

B

C1: (x, y1) => (x, f1(x))

C2: (x, y2) => (x, f2(x))

x

y

D

 
𝐶

𝑓𝑑𝑥 + 𝑔𝑑𝑦 = 
𝐷

𝜕𝑔

𝜕𝑥
−
𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦

 
𝐶

𝑓𝑑𝑥 + 𝑔𝑑𝑦 =  
𝐶1

𝑓𝑑𝑥 + 𝑔𝑑𝑦 − 
𝐶2

𝑓𝑑𝑥 + 𝑔𝑑𝑦

もし
𝜕𝑔

𝜕𝑥
−
𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 0 ならば

𝑓𝑑𝑥 + 𝑔𝑑𝑦 は経路によらずに同じ値をとる。

＝＞ポテンシャルみたいなもの＝＞Y(x,y)

 
𝐶1,𝐶2

𝑓𝑑𝑥 + 𝑔𝑑𝑦 = Ψ 𝐵 − Ψ(𝐴)

ここで、 𝑑Ψ =
𝜕Ψ

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +
𝜕Ψ

𝜕𝑦
𝑑𝑦 Ψ 𝐵 −Ψ 𝐴 =  

𝐴

𝐵

𝑑Ψ =  
𝐴

𝐵 𝜕Ψ

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +
𝜕Ψ

𝜕𝑦
𝑑𝑦

𝑓 𝑔



例えば、 Ψ = 𝑥3𝑦 + 2𝑦2 とすれば、
𝑓 =
𝜕Ψ

𝜕𝑥
= 3𝑥2𝑦, 𝑔 =

𝜕Ψ

𝜕𝑦
= 𝑥3 + 4𝑦 の時

𝜕𝑔

𝜕𝑥
−
𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 3𝑥2 − 3𝑥2 = 0  

𝐶

𝑓𝑑𝑥 + 𝑔𝑑𝑦 = 
𝐷

𝜕𝑔

𝜕𝑥
−
𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 から、経路によらない

𝜕Ψ

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +
𝜕Ψ

𝜕𝑦
𝑑𝑦 = 0 Ψ 𝑥, 𝑦 =const. 等高線



確認:グリーンの定理
 
𝐷

𝜕𝑔

𝜕𝑥
−
𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 =  

𝐶

𝑓𝑑𝑥 + 𝑔𝑑𝑦 =  
𝐶

𝑓  𝑒𝑖 + 𝑔𝑒𝑗 ∙ 𝑑𝑟

f x, y = 𝑥2 + 𝑦2, 𝑔 𝑥, 𝑦 = 2𝑥𝑦

x

y

4

3

C
D

a

b

c

d

で、Greenの定理を検証

C1:y = -x, C2:y=x3-4x2+6 の２つの線はx=-1, 2, 3で交点をと
る。このx=-1 ~ x=2 の範囲で囲まれる閉曲線Cで、 f =

xy, g = 𝑥2としたときに、I =  𝐶 𝑓𝑑𝑥 + 𝑔𝑑𝑦 の値を計算しな

さい。

問題１

問題２

C1

C2



=
1

3
𝑥3 + 𝑦2𝑥

4
0
=
64

3

𝜕f

𝜕y
= 2𝑦

𝜕𝑔

𝜕𝑥
= 2y

 
𝐶

𝑓𝑑𝑥 + 𝑔𝑑𝑦a  の経路 y=0、x = 0 ~ 4

b の経路 x=4 = 𝑥𝑦2
3
0
= 4 × 9 = 36

c の経路 y=3 =
1

3
𝑥3 + 𝑦2𝑥

0
4
= −
64

3
− 36

d の経路でx=0 = 𝑥𝑦2
0
3
= 0

=
64

3
+ 36 −

64

3
− 36 + 0 = 0

𝜕𝑔

𝜕𝑥
−
𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 2y − 2y = 0

問題１



 
𝐶

𝑓𝑑𝑥 + 𝑔𝑑𝑦 = 
𝐷

𝜕𝑔

𝜕𝑥
−
𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 =  

𝐷

2𝑥 − 𝑥 𝑑𝑥𝑑𝑦

=  
𝐷

𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦 =  
−1

2

 
𝑐1

𝑐2

𝑥𝑑𝑦 𝑑𝑥

=  
−1

2

𝑥𝑦 𝑥
3 − 4𝑥2 + 6
−𝑥

𝑑𝑥 =  
−1

2

𝑥4 − 4𝑥3 + 6𝑥 − −𝑥2 𝑑𝑥

=
1

5
𝑥5 − 𝑥4 +

1

3
𝑥3 + 3𝑥2

2
−1
=
76 − 22

15
=
18

5

C1

C2

問題2


