
応用数学 A

積分定理

𝑑𝑖𝑣 𝐹 = 0? ≠ 0?

𝑟𝑜𝑡 𝐹 = 0? ≠ 0?



積分定理

Gaussの定理  𝑑𝑖𝑣𝐵𝑑𝑉 =  𝐵 ∙ 𝑛𝑑𝑆

Stokesの定理  𝛻 × 𝐸 ∙ 𝑏𝑑𝑆 =  𝐸 ∙ 𝑑𝑟

Greenの定理  
𝐷

𝜕𝑔

𝜕𝑥
−
𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 =  

𝐶

𝑓𝑑𝑥 + 𝑔𝑑𝑦 =  
𝐶

𝑓  𝑒𝑖 + 𝑔𝑒𝑗 ∙ 𝑑𝑟

 
𝑆

𝑛 × 𝐹𝑑𝑆 =  
𝑉

𝛻 × 𝐹𝑑𝑉Gaussの発散定理

おさらい



Green の 定理

面D

境界線C

 
𝐷

𝜕𝑔

𝜕𝑥
−
𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 =  

𝐶

𝑓𝑑𝑥 + 𝑔𝑑𝑦 =  
𝐶

𝑓  𝑒𝑖 + 𝑔𝑒𝑗 ∙ 𝑑𝑟

ただし、Cは左向き



A

B

C1: (x, y1) => (x, f1(x))

C2: (x, y2) => (x, f2(x))
 
𝐶

𝑓𝑑𝑥 =  
𝐶1−𝐶2

𝑓𝑑𝑥 =  
𝐶1

𝑓𝑑𝑥 −  
𝐶2

𝑓𝑑𝑥

=  
𝐴

𝐵

𝑓 𝑥, 𝑦1(𝑥) 𝑑𝑥 −  
𝐴

𝐵

𝑓 𝑥, 𝑦2 𝑥 𝑑𝑥

=  
𝐴

𝐵

𝑓 𝑥, 𝜙1(𝑥) 𝑑𝑥 −  
𝐴

𝐵

𝑓 𝑥, 𝜙2(𝑥) 𝑑𝑥

 
𝐷

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 =  

𝐴

𝐵

 
𝜙1 𝑥

𝜙2(𝑥)𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑦 𝑑𝑥 =  

𝐴

𝐵

𝑓
𝜙2(𝑥)
𝜙1(𝑥)

𝑑𝑥

=  
𝐴

𝐵

𝑓(𝑥, 𝜙2 𝑥 ) − 𝑓(𝑥, 𝜙1(𝑥)) 𝑑𝑥

=  
𝐴

𝐵

𝑓 𝑥, 𝜙2 𝑥 𝑑𝑥 −  
𝐴

𝐵

𝑓 𝑥, 𝜙1 𝑥 𝑑𝑥

A

B

C1: (x, y1) => (x, f1(x))

C2: (x, y2) => (x, f2(x))

x

y

𝜙1(𝑥)

𝜙2(𝑥)

D  
𝐶

𝑓𝑑𝑥 = − 
𝐷

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦

 
𝐶

𝑔𝑑𝑦 = − 
𝐷

𝜕𝑔

𝜕𝑥
𝑑𝑥𝑑𝑦

 
𝐶

𝑓𝑑𝑥 + 𝑔𝑑𝑦 = 
𝐷

𝜕𝑔

𝜕𝑥
−
𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦

Greenの定理



A

B

C1: (x, y1) => (x, f1(x))

C2: (x, y2) => (x, f2(x))

x

y

D

 
𝐶

𝑓𝑑𝑥 + 𝑔𝑑𝑦 = 
𝐷

𝜕𝑔

𝜕𝑥
−
𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦

 
𝐶

𝑓𝑑𝑥 + 𝑔𝑑𝑦 =  
𝐶1

𝑓𝑑𝑥 + 𝑔𝑑𝑦 − 
𝐶2

𝑓𝑑𝑥 + 𝑔𝑑𝑦

もし
𝜕𝑔

𝜕𝑥
−
𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 0 ならば

𝑓𝑑𝑥 + 𝑔𝑑𝑦 は経路によらずに同じ値をとる。

＝＞ポテンシャルみたいなもの＝＞Y(x,y)

 
𝐶1,𝐶2

𝑓𝑑𝑥 + 𝑔𝑑𝑦 = Ψ 𝐵 − Ψ(𝐴)

ここで、 𝑑Ψ =
𝜕Ψ

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +
𝜕Ψ

𝜕𝑦
𝑑𝑦 Ψ 𝐵 −Ψ 𝐴 =  

𝐴

𝐵

𝑑Ψ =  
𝐴

𝐵 𝜕Ψ

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +
𝜕Ψ

𝜕𝑦
𝑑𝑦

𝑓 𝑔



𝑑𝑖𝑣 𝐹 = 0? ≠ 0?

𝑟𝑜𝑡 𝐹 = 0? ≠ 0?Gaussの定理  𝑑𝑖𝑣𝐵𝑑𝑉 =  𝐵 ∙ 𝑛𝑑𝑆

Stokesの定理  𝛻 × 𝐸 ∙ 𝑏𝑑𝑆 =  𝐸 ∙ 𝑑𝑟

Greenの定理  
𝐷

𝜕𝑔

𝜕𝑥
−
𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 =  

𝐶

𝑓𝑑𝑥 + 𝑔𝑑𝑦 =  
𝐶

𝑓  𝑒𝑖 + 𝑔𝑒𝑗 ∙ 𝑑𝑟

 
𝑆

𝑛 × 𝐹𝑑𝑆 =  
𝑉

𝛻 × 𝐹𝑑𝑉Gaussの発散定理



ベクトル演算

𝛻ϕ

𝛻 × ϕ

𝛻 ∙ ϕ

gradient

divergence

rotation



𝑓𝑥 ≔ 𝑥 + 𝑦
𝑓𝑦 = 𝑥 − 𝑦
𝑓𝑧 = 0

𝑑𝑖𝑣 𝐹 = 0

𝑟𝑜𝑡 𝐹 =
0
0
0

𝑑𝑖𝑣 𝐹 = 0? ≠ 0? 𝑟𝑜𝑡 𝐹 = 0? ≠ 0?  𝐹 =

𝑓𝑥
𝑓𝑦
𝑓𝑧



𝑓𝑥 ≔ −𝑥 − 𝑦
𝑓𝑦 = 𝑥 − 𝑦
𝑓𝑧 = 0

𝑑𝑖𝑣 𝐹 = −2

𝑟𝑜𝑡 𝐹 =
0
0
2

𝑑𝑖𝑣 𝐹 = 0? ≠ 0? 𝑟𝑜𝑡 𝐹 = 0? ≠ 0?



𝑓𝑥 ≔ 𝑥
𝑓𝑦 = 𝑥
𝑓𝑧 = 0

𝑑𝑖𝑣 𝐹 = 1

𝑟𝑜𝑡 𝐹 =
0
0
1

𝑑𝑖𝑣 𝐹 = 0? ≠ 0? 𝑟𝑜𝑡 𝐹 = 0? ≠ 0?



𝑓𝑥 ≔
1

1 + 𝑥2

𝑓𝑦 =0
𝑓𝑧 = 0

𝑑𝑖𝑣 𝐹 =
−2𝑥

1 + 𝑥2 2

𝑟𝑜𝑡 𝐹 =
0
0
0

𝑑𝑖𝑣 𝐹 = 0? ≠ 0? 𝑟𝑜𝑡 𝐹 = 0? ≠ 0?



𝑓𝑥 ≔ 𝑦
𝑓𝑦:=-x
𝑓𝑧 = 0

𝑑𝑖𝑣 𝐹 = 0

𝑟𝑜𝑡 𝐹 =
0
0
−2

𝑑𝑖𝑣 𝐹 = 0? ≠ 0? 𝑟𝑜𝑡 𝐹 = 0? ≠ 0?



𝑓𝑥 ≔ 𝑦
𝑓𝑦:=x
𝑓𝑧 = 0

𝑑𝑖𝑣 𝐹 = 0

𝑟𝑜𝑡 𝐹 =
0
0
0

𝑑𝑖𝑣 𝐹 = 0? ≠ 0? 𝑟𝑜𝑡 𝐹 = 0? ≠ 0?



𝑓𝑥 ≔ 𝑥
𝑓𝑦 ≔ 𝑦
𝑓𝑧 = 0

𝑑𝑖𝑣 𝐹 = 2

𝑟𝑜𝑡 𝐹 =
0
0
0

𝑑𝑖𝑣 𝐹 = 0? ≠ 0? 𝑟𝑜𝑡 𝐹 = 0? ≠ 0?



𝑓𝑥 ≔ 0
𝑓𝑦 ≔ 𝑥 ∗ 𝑦
𝑓𝑧 = 0

𝑑𝑖𝑣 𝐹 = 𝑥

𝑟𝑜𝑡 𝐹 =
0
0
𝑦

𝑑𝑖𝑣 𝐹 = 0? ≠ 0? 𝑟𝑜𝑡 𝐹 = 0? ≠ 0?



𝑓𝑥 ≔ 𝑥3 + 𝑥2 − 1
𝑓𝑦 ≔ 0
𝑓𝑧 = 0

𝑑𝑖𝑣 𝐹 = 3𝑥2 + 2𝑥

𝑟𝑜𝑡 𝐹 =
0
0
0

𝑑𝑖𝑣 𝐹 = 0? ≠ 0? 𝑟𝑜𝑡 𝐹 = 0? ≠ 0?



𝑑𝑖𝑣 𝐹 = 0 𝑟𝑜𝑡 𝐹 =
0
0
0

回転しないし、正味は出入りがない？



𝑑𝑖𝑣 𝐹 ≠ 0 𝑟𝑜𝑡 𝐹 =
0
0
0

正味外に出る？



𝑑𝑖𝑣 𝐹 = 0 𝑟𝑜𝑡 𝐹 ≠
0
0
0

回転されてしまう？



𝑑𝑖𝑣 𝐹 ≠ 0 𝑟𝑜𝑡 𝐹 ≠
0
0
0

回転するし、正味の出入りがある？



 
𝑆

A∙n 𝑑𝑆 =  
𝑉

𝛻 ∙ A 𝑑𝑉

𝑓𝑥 =
1

1 + 𝑥2 𝑑𝑖𝑣 𝐹 =
−2𝑥

1 + 𝑥2 2

𝑓𝑥 ≔ 𝑥
𝑓𝑦 ≔ 𝑦
𝑓𝑧 = 0

ガウスの発散定理

𝑓𝑧 = 0

𝑓𝑦 =0



 
𝐶

A ∙ 𝑑l =  
𝑆

∇×A∙n 𝑑𝑆 ストークスの定理

𝑓𝑥 ≔ 𝑦
𝑓𝑦:=-x
𝑓𝑧 = 0

𝑟𝑜𝑡 𝐹 =
0
0
−2

n



確認 問題

div 𝐵 =

𝜕

𝜕𝑥
𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

∙

𝐵𝑥
𝐵𝑦
𝐵𝑧

𝑟𝑜𝑡  𝐴 =

𝜕

𝜕𝑥
𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

×

𝐴𝑥
𝐴𝑦
𝐴𝑧

 𝑆
 𝐹 ∙ 𝑛𝑑𝑆 =  𝑉 𝑑𝑖𝑣 ∙

 𝐹𝑑𝑉

x

y
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 𝐹 =
𝑥2

𝑦2

0

F =
𝑥2

𝑥𝑦
0


